数学 小 丛书 一 一 昼 慧 之 花 
(3) 


He p, Bb e RAGE MN ES S 
of A H 


TAD i 


北京 大 学 出 版 社 


新 登 字 ( 京 )159 号 


数学 小 丛书 一 一 智 盐 之 花 
(3) 
RB 翻 硬币 . HAS FRR 
J 石 孙 主编 
RES, x] 3 
北京 大 学 出 版 社 出 版 发 行 
(北京 大 学 校内 ) 
ACHR ASSEN RY ED Be 
新 华 书店 经 售 
787 10929 K 32 开本 9.5 印 210FẸF 
1993 年 6 月 第 一 版 19934 6 月 第 一 次 印刷 
iB te 0001—4,000 FF 
ISBN 7-301-02085-6/O+314 
geet: 5.50 元 


Bj og om 


本 书 是 北京 大 学 《数学 小 从 书 - -BREZE MBH. BA; MK 的 20 


个 缮 有 趣味 的 数学 问题 选材 生动 有趣， 点 近 和 生活， 和 旨 在 激发 中 学 生 和 大 学 生 | 


学 习 数 学 的 兴趣 ， 开 拓 思 想 ， 启 溃 吞 禹 ， 使 学 生得 到 引 人 入 肚 的 思维 训练 。 

经 常 乘 电梯 的 人 ， 等 到 的 电梯 是 上 行 的 还 是 下 行 的 可 能 件 是 否 相 同 ?一 操 硬 
f 《正面 朝 上 )， 按 一 定 规则 翻 面 ， 直 到 这 把 锅 币 中 的 每 一 个 又 都 是 正面 朝 上 为 
b. Jm Em? Et axn RAPA DE, T. 每 列 都 内 
他 一 个 ,县 两 两 不 能 相 孔 攻击 ， 有 多 少 种 放 团 方法 ? 怎样 按 所 佳 路 线 游历 迷 窗 ? 
贡 何 帅 初 等 数学 解决 “几何 极 值 问题 >”? 本 书 对 这 些 并 不 陌生 的 同 ME 给 出 了 巧 
沙 、 新 颖 、 窗 有 思想 、 与 众 不 风 的 回答 ， 为 适应 数学 况 赛 学 生 的 第 要 ,本 书 给 出 一 
了 第 32 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 试题 与 解答 | i 

本 书 可 作为 高 中 学 生 ， 中 学 数学 教师 和 一 、 二 年 级 大 学 生 的 课外 读物 ,对 有 
起 参 加 数学 竞赛 的 学 生 也 有 很 好 的 指导 意义 。 本 书 还 可 供 数 学 受 好 者 阅读 。 
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写 在 前 面 的 话 


”在 一 个 人 所 受 的 基础 教育 中 ， 数 学 一 直 是 占 着 一 个 特殊 
地 位 的 ， 它 占用 的 时 间 可 以 说 是 最 多 的 、 也 许 因 为 这 已 是 历 
史上 长 期 以 来 形成 的 事实 ， 所 以 很 少 有 人 去 作 说 明 ， 即 使 和 
的 学 生 并 不 喜欢 数学 ， 也 鼓 不 起 勇气 去 问 个 为 什么 

数学 由于 其 特殊 的 形式 ， 给 大 的 印象 常常 是 ， — HN 
诀 ， 一 堆 公 式 以 及 一 串 定 理 ， 但 它们 在 解决 生活 及 其 它 学 科 
的 问题 时 又 是 很 有 用 的 ， 于 是 多 数 人 就 硬 着 头皮 按 老师 教 的 
学 下 去 、 这 样 的 理解 至 多 对 了 一 半 ， 因 为 数学 还 有 另 一 个 方 
面 的 重要 作用 ， 这 就 是 通过 对 数学 知识 的 介绍 ， 对 数学 问题 
的 和 解决， 教会 人 们 一 种 重要 的 分 析 问 题 ， 解 决 问题 的 思想 方 
法 。 简 单 地 讲 ， 数 学 页 教会 人 如 何 进行 四 辑 推理 ， 如 何 进行 
正确 的 抽象 思维 ， 如 何在 纷繁 的 事物 中 抓 住 主要 的 联系 ， 并 
如 何 使 用 明确 的 概念 ， 等 等 。 

要 正确 发 挥 数学 课程 的 教育 功能 ， 除 去 需要 教师 与 学 生 
的 积极 努力 以 外 ， 也 还 需要 找到 适当 的 辅助 材料 和 恰当 的 方 
法 。 我 们 选编 这 套 《 数 学 小 从 书 一 一 智慧 之 花 》 就 是 为 了 从 这 
个 方面 为 数学 老师 (主要 是 中 学 的 老师 ) 和 大 学 生 提 供 一 点 帮 
划 ， 有 一 部 分 也 可 以 用 作 中 学 生 的 深 外 读物 ， 

我 人 省 不 认为 自前 的 数学 教学 大 网 的 内 容 太 少 ， 太 浅 ， 
因而 要 增加 或 加 深 教学 内 容 。 我 们 更 不 想 给 学 生 增 加 习题 外 
以 应 付 著 试 。 恰 恰 相 反 ， 我 们 认为 再 向 这 个 方向 发 展 将 会 造 
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成 极 大 的 危害 ， 通 过 我 们 选择 的 这 些小 文章 ， 我 们 希望 能 帮 
是 读者 对 数学 有 更 全 大和 的 了 解 ， 使 大 家 发 现 数 党 不 只 是 “ 害 
X., EM, AAN, IEH” HARIR, MEEDER. 5A 
入 胜 的 思维 训练 。 在 这 里 ， 读 者 可 以 看 到 如 何 对 各 种 各 样 的 
问题 进行 粮 细 的 分 析 ， 又 如 何 逐 步 把 复杂 的 问题 理 出 头绪 ， 
最 后 给 出 清晰 的 答案 。 总 之 ， 我 们 希望 通过 千姿百态 的 分 析 
与 讨论 帮助 读者 了 解 什么 是 大 家 应 该 从 数学 学 习 中 学 到 的 思 
mik. 

我 们 的 目标 是 这样 ， 但 能 否 达 到 还 有 竺 于 实践 的 检验 。 
读者 读 过 这 些 书 之 后 的 印象 与 收获 将 作出 评判 。 我 们 希望 大 
家 多 提 批 评 意 匈 ， 帮 助 我 们 不 断 改 进 我 们 的 工作 ， 
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现代 数学 ， 这 个 最 令 人 惊叹 的 智力 创造 ， 已 经 使 人 类 心 
灵 的 眼光 越过 无 限 的 时 间 ， 使 人 类 心灵 的 手 延 伸 到 了 无 边 无 
际 的 空间 。 
— —N.M.Butler 
数学 方法 渗透 进 并 支配 着 一 切 上 自然 科 学 的 “理论 o x. 
在 现代 经 验 科 学 中 ， 它 已 越 来 越 成 为 衡量 成 就 的 主要 标准 . 
——J.von Neumann 


不 是 为 了 今后 某 -- 职 业 的 特定 需 


参与 开发 一 般 智力 


”要 ， 应 看 成 是 数学 教育 的 基本 目标 ， 


—F.Reidt 

ER 18 8 DZ, BE A, JE A EER IB, 
数学 仅仅 是 常识 的 -种 微妙 的 形式 ， 

——L.Kelvin 

这 些 著名 学 者 的 话 表 达 了 我 们 出 版 《数学 小 从 书 一 一 知 
慧 之 花 》 的 想法 和 努力 的 目标 ， 

本 丛书 的 主要 对 象 是 ， 中 学 数学 教师 、 数 学 各 专业 的 低 
年 级 大 学 生 、 部 分 高 中 学 生 以 及 数学 爱好 者 。 所 选 内 容 力求 
生动 、 有 趣 ， 在 开始 阶段 以 翻译 为 主 ， 一 年 2 一 3 册 ， 

我 们 希望 本 丛书 能 为 活跃 与 推动 中 学 与 大 学 低 年 级 的 数 
学 教学 、 提 高 中 学 教师 和 大 学 生 的 数学 素质 、 更 好 地 沟通 中 
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学 数学 与 大 学 数学 以 及 普及 数学 知识 ， 数 -- 点 有 益 的 工作 。 
我 们 水 乎 有 限 ， 和 希望 人 家 多 提 意 见 ， 为 了 让 我 们 的 小 花 
开放 得 绚丽 多 姿 而 共同 努力 ! 
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BH. KERHO 


A.Wuffle 


以 下 3 个 疑难 问题 的 数学 处 理 是 相同 的 ， 

问题 1 经 常 乘 电 梯 的 人 有 这 样 的 体会 ， 除非 是 在 楼 的 
底层 或 顶层 ， 否 则 你 等 来 的 第 一 部 电梯 的 运行 方向 差不多 总 
是 与 你 希望 去 的 方向 相反 (参见 [1,p.10 一 11])。 但是， 下 而 
的 说 法 似乎 也 在 理 ， 要 下 去 必须 先 上 来 ， 因 此 ， 等 到 的 电梯 
是 上 行 的 还 是 下 行 的 可 能 性 应 该 是 相同 的 。 那 么 ， 这 两 者 为 
什么 可 能 都 是 对 的 呢 ? @ 

问题 2 一 个 纽约 人 有 两 个 好 朋友 ， 一 个 住 在 市 中 心 ， 
为 一 个 住 在 郊区 。 他 和 这 两 个 朋友 都 很 好 。 因 此 ， 当 他 想 去 
辱 望 他 们 时 ， 他 总 是 登 上 在 地 铁 车 站 赶 上 的 第 一 列 地 铁 ， 而 
不 管 它 是 去 市 中 心 的 还 是 去 郊区 的 。 到 两 个 方 同 去 的 地 铁 班 
EOS. BPR TCR XT eA ae, [Bs 
Rie» AAAH KBE EL A AAE 
数 。 为 什么 会 这 样 昵 (参见 L2])7? 

问题 3 ([1, p-50—60]D 在 美国 中 起 部 的 一 个 小 镇 上 住 
善 一 位 退休 的 铁路 工程 师 Wo Johnson, th T TET AREF 


| © The pure theory of elevators, Math, Magazine, Vol. 55, 
1 (1982, 30—37, 
D 这 里 说 的 电梯 不 是 现在 的 程控 电梯 ， 而 是 当 式 电梯 。 


那 条 铁路 线 正好 穿 过 这 个 小 镇 。Johnson 患 有 失眠 症 , 经 常会 
在 夜里 的 某 一 个 奇数 钟 点 (但 不 固定 ) 醒 来 ， 且 再 也 不 能 入 
BÉ. JGR, WRB TITRE. BARK, de 
RI ENA LIBRARIES, — HERS TERRI E XX 
点 。 他 站 在 那儿 、 若 有 记 思 地 馈 着 表 ， 一 直 等 到 有 一 列 火车 
开 来 。 火 车 的 吼叫 声 括 破 了 字 静 的 夜空 ， 这 一 情景 使 这 位 老 
铁路 心境 舒畅 。 然 后 他 走 回 家 ， 很 快 就 能 人 了 睛 。 

过 了 一 段 时 间 后 ， 他 意外 地 发 现 ， 他 所 在 到 的 火车 大 部 
分 天 往 东 开 的 ;只 有 很 少儿 列 是 西行 的 。 这 位 工程 旺 清 楚 地 
知道 ， 这 条 年 线 上 上 东 行头 车 与 西行 火车 的 次 牙 是 一 样 多 的 ，， 
而 县 它们 的 交错 也 很 有 规律 。 开 始 时 ， 他 以 为 一 定 是 自已 记 ; 
OT. FES Tet bat; 根据 他 所 看 到 的 第 一 列 火车 开 . 
OT, CRF bb “RS? TA, | 
“他 发 现 共 记 了 5 个“ 东 ” 且 只 有 2e “B. BTANA 
星期 的 记录 也 九 平 如 此 、 他 想 ， 是 不 是 因为 自己 差 不 杀 总 是 
(CIEL HR ABOR, BITE ELE REG fT o 
TET EERSTE | 

CAREER, WAZEE IHRER, E 
决定 白天 也 进行 FRE. 为 客观 计 ， 他 请 一 位 朋友 将 他 拟 了 二 
个 代 长 的 随机 时 序 表 , .诸如 上 午 9:35;. 中 年 12 点 ， 下 午 3;07: 
等 等 。 他 按 这 些 钟点 准时 赶 到 铁 耻 交叉 处 ， 记 下 看 到 的 第 一 . 
SIKERAN HOPER, iE 录 的 , 结 果 与 原先 的 差 不 
Bi E1009 Yer, A75 列 是 往 东 的 ， 只 有 .25. 列 是 朝 西 
开 的 。 失 望 之 余 ， 他 打 电 话 给 附近 的 大 城市 的 火车 站 ， 询 问 
EAA EET RG BR T. BEER SA KE 
DRESS MULRUR ES AU, A O 
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我 们 先 解 决 第 1 个 疑难 问题 。 设 一 由 大 楼 有 六 层 且 有 > 
部 电梯 。 为 简单 计 ， 先 考虑 特殊 情形 *=I. 在 任意 一 个 时 
刻 ， 电 梯 处 在 2CN - 1) 种 状态 中 的 某 一 种 状态 ， 记 这 些 状态 
分 别 为 Ut, 2h QW. 3h. Bd CN - DOT - DING, Erit 
Nika BREESE | 层 之 后 接 下 来 的 运行 方向 。 当 然 ， 在 
顶层 和 底层 ， 电 梯 只 有 一 个 方向 。 假 设 电 梯 在 每 琴 层 楼 间 运 
行 的 时 间 为 t+ ， 还 假设 它 在 每 层 楼 的 闫 定 的 停留 时 间 也 包括 
在 上 内 (实际 上 ， 为 简便 计 ， 一 般 将 其 忽略 )。 考 虑 一 个 商 峰 
了 时期， 假定 电 梯 在 每 层 楼 上 都 要 停 。 如 果 你 正在 第 下 层 楼 上 
等 电梯 ， 那 么 你 等 来 的 第 一 部 电梯 恰好 是 上 行 电 梯 的 既 率 有 
多 大 呢 ? 记 之 为 PC(k 人 )。 对 于 1 二 Kk 二 N， 等 来 的 电梯 是 十 行 
的 ， 如 果 它 正 处 在 状态 11.25. (kK 一 1)1 之 一 ,或 处 在 状态 
21,24, kl 之 一 中 ,这 种 状况 共有 (Kk 一 1) + 0-0 = 2k -2 
种 。 不 妨 假定 ， 所 有 2N -2 种 状态 都 是 等 可 能 的 。 因 此 , 当 
] CK«N 时 有 


2(k - 1) | k-]1 
PCD-3N-D N-1 (1) 
及 
N-k | 
Pd = apy =1- Pen. (2) 


aJ ER, PUD=1, PND =1。 因 此 ， 举 例 说 来 ， 如 果 
你 在 加 利 福 尼 亚 大 学 社会 科学 塔 Irvine 的 二 层 楼 上 GYR 
有 了 7 层 )， 当 该 塔 两 部 电梯 中 的 一 部 出 故障 时 (这 是 经 常 发 生 


的 )， 你 等 来 的 电梯 恰好 是 上 行 的 概率 是 2 = 二。 


现在， 考虑 另 一 个 不 同 的 问题 ， 当 然 仍 与 原 问题 有 关 。 
如 果 你 在 第 昌 楼 上 ， 风 平均 需要 花 多 少时 间 ， 才 衣 等 到 第 、 


i 


一 部 上 行 电梯 呢 ? 考虑 下 面 的 一 连 串 状态 
kt, (ktit, (k-21, CN — DN ON- DI, 

(ON - 24, CN - 1, e517, 27,30, 0°, k- Df. 
当然 ， 一 共 是 2CN - 2) 种 状态 。 如 果 我 们 是 在 第 天 层 楼 上 ， 
如 果 电 梯 正 处 在 上 述 状 态 链 中 的 第 一 个 状态 ， 即 k 人 ,那么 我 
们 等 到 第 一 部 上 行 电梯 的 时 间或 者 是 0 (正好 赶 上 上 )， 或 者 是 
2(N -2) (恰好 错过 )。 不 妨 设 为 (2N -Dt 如 果 电 梯 正 处 
在 第 2 BRAS CHICK + Dt), 则 等 到 上 行 电梯 的 时 间 是 (2N - 
3)t; 如 果 电 梯 正 处 在 第 ) 种 状态 ， 则 等 待 的 时 间 是 (ON -7 
- Dt。 因 此 ， 若 假定 只 有 一 部 电梯 ， 则 在 第 k(1<k<N) 层 
土 的 人 ， 等 到 一 部 上 行 电梯 的 时 间 平 均值 T. 由 公式 


T= a 9N ~9 t (3) 
给 出 。 由 对 称 性 ，(3) 式 可 写成 
rat Sst w 
17 4 aN -9* 


由 熟知 的 等 式 > i=nm+1)/2，(4) 式 可 写成 
fel | 


_QN-DQN-2)E _2N -1, 


XN -2) 9 t. (5) 


由 上 式 显然 可 以 看 到 ， 不 管 我 们 在 哪 一 层 上 (除了 项 县 和 底 

层 以 外 ) 338 一 部 上 行 电梯 的 (平均 ) 有 时 间 是 常数 .同样 显然 

的 是 ， 除 了 在 顶层 和 底层 以 外 ， 等 到 一 部 下 行 电梯 的 (平均 ) 

了 时间 与 等 到 一 部 十 行 电梯 的 (平均 ) 时 间 相 辣 。 但是， 正如 前 

面 已 经 证 明 的 那样 ， 等 到 的 第 一 部 电梯 是 上 行 电梯 的 艇 率 与 
4 


Ti 


在 哪 一 层 有 关 ， 也 与 楼 共有 多 少 层 有 关 ， 见 (1) 和 (2) .( 如 果 
假定 你 总 能 及 肝 赶 上 一 部 停 在 你 所 在 楼 层 的 电梯 ， 但 不 一 定 
HE DRAB A K, WET, 应 为 


万 外 ， 还 可 将 某 些 概 尝 考 虑 进去 ， 例 如 ， 错 过 停 在 你 所 在 的 
楼 技 上 且 又 是 你 要 乘 的 方 同 的 电梯 的 概率 ， 进 而 修改 上 述 公 
式 。 但 是 ， 本 文 将 不 讨论 这 种 复杂 情形,) 

现在 分 析 第 2 个 疑难 问题 。 类 似 于 上 面 的 讨论 可 找到 问 
题 的 症结 。 假 设 地 铁 每 小 时 一 班 。 去 市 中 心 的 地 铁 在 每 小 时 
的 第 50 分 到 达 ， 而 去 郊区 的 地 铁 正 钟点 到 达 。 于 是 很 容易 看 
到 ， 这 位 纽约 人 去 市 中 心 的 次 数 将 是 去 郊区 次 数 的 几乎 5 
倍 。 因 为 只 有 在 去 市 中 心 的 地 铁 刚 开 走 ， 而 去 郊区 的 地 铁 还 
术 到 杰 的 10 分 钟 里 他 到 达 车 站 ， 才 能 乘 车 到 郊区 去 (显然 ， 
如 果 去 市 中 心 的 地 铁 在 每 小 时 的 第 30 分 到 达 ， 则 他 去 市 中 心 
和 郊区 的 次 数 会 差不多 )。 另 外 ， 无 论 是 去 市 中 心 还 是 去 部 
区 ， 他 等 车 时 间 的 期 望 值 都 是 半 小 时 。 

第 3 个 疑难 问题 本 质 上 与 第 2 个 疑难 问题 相同 。 假 定 火 
车 按 固 定 的 时 刻 表 (不 妨 设 每 12 小 时 一 趟 ) 分 别 从 2 个 终点 站 
开 出 。 那 个 中 西部 小 镇 离开 西 耐 的 火车 终点 站 (洛杉矶 ) 与 离 
开 东 面 的 火车 关 (学 加 表 ) 的 距离 不 等 ， 使 得 那个 老 铁路 肴 到 


这 3 个 疑难 问题 解决 后 ， 我 们 继续 来 研究 一 下 电梯 及 等 
电梯 的 人 。 这 部 分 过 论 可 以 看 作 是 对 所 谓 “ 电 梯 疯 狂 ” 现 象 
的 十 究 ， 这 一 名 词 是 由 郝 些 总 是 等 不 上 想 去 方向 的 电梯 的 人 
GGA. 


i Pr《U) 是 一 个 在 第 上 层 上 的 人 能 乘 上 一 部 上 上行 电梯 
RIRE, PLCDO X R fib SE 3€ E— BID R ITER ARE RI 
率 。 首 先 假定 ， 除 了 高 峰 时 间 外 ， 大 楼 的 每 一 县 对 电梯 的 需 
求 是 相同 的 ， 即 


及 


这 种 假定 对 于 独家 公司 占有 的 大 楼 并 不 是 不 合理 的 ， 

X AA ES KE LACH RBA A, EMA Bd. 
等 来 的 第 一 部 电梯 的 方向 正好 与 他 的 愿望 相反 的 概率 。 当 
O«K«N 时 有 ( 仍 假设 只 有 一 部 电梯 ) 


f, 7 PLOUD Pk) + P, (DPD 


- (Nv) + (Rv) © 


1<k<N, 
化 简 后 得 
—kórk- 
Ík -l- BN ee, (7) 
由 (7) 式 显然 可 得 
fe= fn-ktie 


当 k>N/2 时 ， A ON-k)(kK-D>(N-k-Dk, 因此 由 
CÓ 式 容易 看 到 ， 若 NN 是 奇数 ， 则 当 = (N+ 1)/2 时 ，f， 
取 最 小 值 ， 束 实 上 ， 在 只 有 一 部 电梯 的 大 楼 里 ， 你 若 越 和 傈 近 
项 层 或 底层 (除了 在 顶层 或 底 野 外 )， 则 你 涡 到 “电梯 疯狂 ” 现 
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象 的 折磨 越 厉害 ， 另 外 ,由 (7) 可 直接 算得 /wy 1/2. 
当 你 在 楼 的 顶层 或 底层 时 ， 等 来 的 电梯 总 是 开 往 你 想 去 
的 方向 的 ， 因 此 可 以 定义 有 1=fy=0， 
根据 上 述 计算 ， 在 一 部 电梯 的 情形 时 ， 失 和 户 指 标的 期 望 
ff (AFD 是 


N 
= Sof ,pck), (8) 
k= i 


其 中 p(k) 表示 在 层 楼 上 想 乘 电梯 的 人 占 全 楼 想 乘 电 梯 的 
人 的 比率 。 如 果 假 定 p = 1/N 并 继续 假设 电梯 在 每 一 层 
楼 停 的 可 能 性 相同 ， HC fs 


] 
F,- ND 1)? Lok? 一 2k(N +1) - N* t1] 


_(N -2)(2N - 3) 

3NON - D 
虽然 对 于 小 的 NGCN<10) #7 F,<1/2, BANE 分 大 时 , 显 
然 有 已 接近 2/3. 

现在 分 析 在 上 下 班 高 峰 时 的 情形 ， 仍 先 假定 只 有 一 部 电 
梯 。 在 早晨 的 高 峰 时 刘 ， 每 个 人 部 想 乘 电梯 上 行 ， 而 在 下 午 
的 高 峰 时 刻 ， 每 个 人 又 都 想 乘 电梯 下 行 。 在 时 有 晨 时 ， 因 为 大 
家 都 在 一 楼 ， 因 此 失望 值 是 0。 但 下 午 的 情形 不 同 了 。 如 果 
同上 文 一 样 ， 假 定 人 群 是 均匀 分 布 在 每 层 杰 上 的 ， 即 p(k) = 
1/N， 则 当 K< 六 时 有 


"ES " 


uim 


一 = m rc ro iH RR I Po 


2385 -1 .O-DIOG-2) .N-2 (9) 
ANON-D 2N(N-1) ON * 
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由 简单 的 计算 可 以 证 明 ， 当 大 > ON + 1)/2 时 ,等 电梯 的 
SER” 失望 指标 〈 由 (6) 给 出 ) 小 于 下 午 高 赂 时 刻 的 失望 
指标 (由 (C9) 给 出 )，; 4 k<(N +1)/2 时 ,相反 的 结论 成 立 ， 
因此 ， 在 一 竺 电 梯 的 情形 ， 越 在 楼 的 高 县 ， 越 接近 下午 的 丽 
峰 时 刘 ，“ 电 梯 疯 狂 ” 越 接近 它 的 最 强 点 (我 们 忽略 不 计 诸 
如 疲倦 性 及 急于 回 家 等 复杂 因素 ， 它 们 也 可 以 被 假定 在 下 午 
的 晚 些 时 候 达 到 最 大 值 )。 但是， 当 NN 充 分 大 时 ,，“ 正 常 ” 了 时 
刻 的 F, 接近 2/3， 而 高 峰 时 刻 的 FF 接近 1/2 CL 表达 式 
(10))。 因 此 ， 在 我 们 作出 的 简化 假定 下 ， 高 峰 时 刻 的 失 于 
指标 〈 依 等 来 的 电梯 是 相反 方向 的 计 ) 的 期 望 值 小 于 “ 正 
€? THA. 

绝 大 多 数 高 层 建筑 都 配备 多 部 电梯 ， 因 此 ， 我 们 接 下 来 
研究 电梯 数 r2 的 情形 ， 仍 然 设 电梯 在 每 一 层 停 的 可 能 性 
者 相间 ， 

先 考 虑 7 =2。 设 茶 人 在 第 上 层 上 每 电梯 。 令 24 是 电梯 
1 作为 下 (上) FERRARE k 层 所 需 经 过 的 楼 层 数 ， 类 似 
地 定义 42'。 显 然 ， 只 有 等 电梯 运行 了 mint ,49，”) E 
之 后 ， 才 能 在 第 天 层 等 到 一 部 下 CL) 行 电梯 ， 

不 难看 到 ,事件 * minit ,4;2) = 好 的 概率 与 天 无 X, 
因此 可 以 去 掉 上 和 角 标 〈Kk)。 由 概率 的 加 法 公式 及 条 件 概 率 得 

P(min(4,,92.) =4) =P s h|q47 h)PQquh) 

+ P(qy>hlq,=h)P(q,=h) 
+ P(g, =h|q,=h)P(q,=h), 
代入 计算 结果 得 


请 (min(giyq2) = h) = XN-T 1) 


一 


20N -1) 3 -D AN D 


LAN - 3-2h 


一 


CN 一 1 


没 电梯 在 每 相 邻 两 层 间 运行 的 时 间 为 上 圭 并 忽略 不 计 在 每 
层 停 的 时 间 ， 则 在 有 两 部 电梯 的 情形 时 ， 等 一 步 下 《上 ) fT 
EHRE PMA T: Æ 
S x 3- 2 (2N - D(4N - 3t. 


€————— ——— — 


4(N-DUP 7 RNS- * GD 


re (N -1) 


"o IRI REAREN. A- APY R f 
多 二 易于 推广 的 方法 可 用 于 得 到 相同 的 结果 。 RAAS DG 
到 


, [ECA -D - ^x] 
P(min(4,4,) 2h) = |' | , 


20N - D 
因此 
2N-2 
T2= >) Pcmin(q,, gs) 之 有 
A=! 


er, re eer er ai 


二 PND ur 
1 20N - D 


_QN - DUN - 391 


————Ó—MÓ - —— — — — . — À— ŞU, a 


IXN-D  * 
更 一 般 地 ， 在 有 ?7 Brad NER S 


CN 一 一 二 
PQnin(q,,05, ***, qd, ) ett) B | - ION E D | 


2N -2 
= o» PGin(q,, 42, 0°54, ht 


k=] 


二 [20N - D - he bnt, 


24(N -1) | 


2N -2 ET 
= 2 GUI = py 
可 以 用 好 几 个 公式 计算 本 1”( 见 [3])。 有 一 种 比较 简 
单 的 方法 是 假定 N 很 大 ， 可 得 下 面 的 很 有 用 的 结果 ， 


rew[()e-c—4 o an 


注意 ， 当 = 1 时 ， 由 QD X8 T, 一 Nt， 这 与 我 们 在 
前 面 算得 的 离散 值 表 过 式 T, (N-75) WEK Xa Mirae 
MW. d C2 式 得 Ti 一 2NL/3， 当 六 充分 大 时 ， 由 《11) X 
也 可 得 同样 的 结果 。 正 如 经 验 告诉 我 们 的 那样 ， 电 梯 越 多 ， 
等 下 一 部 上 《〈 下 ) 行 电梯 的 时 间 的 期 望 值 就 越 小 

当 r =2 时 ， 可 以 得 到 计算 Packt) 及 PRED WAR, 
共 中 PAED MPD 表示 到 达 k 层 的 下 一 部 电梯 分 别 是 
上 行 和 下 行 的 概率 。 因 为 有 两 部 电梯 ， 所 以 有 一 个 概率 结 ， 
即 上 行 电梯 和 下 行 电梯 同时 到 达 的 概率 ， 记 为 P,Cki)。 我 们 
用 概率 树 来 钟 决 这 一 问题 ， 见 图 1( 设 在 大 楼 的 第 层 等 电 
赔 ， 而 大 楼 配备 两 部 电梯 。 符 号 “>” 表 示 “ 先 于 … 到 ，， 
上 下 半 部 分 的 概率 是 关于 情形 FON + D2. 00 

EEI, Di Use) RRA i 部 电 梯 到 达 第 大 层 时 是 
下 (上 ) fb, AR dR He ZA GA". in D, 


EX 
iy 


Du UA, Du<Un 2 


ve and ke] Nh 
N~] N—] N-i N-—] 


D,;2Uy Dii Dez <U DiaUa ? 
(D, DU) (DU) - 


2N —2k—1 6k—2N-5 
4(8— 1) 4(k—1)_ 


Dn2Um Dana=U Du<Us De>Un De=Un Da<Un 
(DU (Da=Us4) GU) (IUD (De=Ut) (Ue) 


图 1 下 一 部 电梯 是 上 行 电梯 和 下 行 电 梯 的 概率 


Uk! 表示 事件 “第 ! 部 电梯 到 达 第 KK 层 时 是 下 行 而 不 是 上 
THI". Dei 之 Ugjy 及 D4;=Unj 也 类 似 地 定义 。 结论 标 在 
概率 树 的 分 Hom E. Dm. Zn Dey 之 Up 及 Djs Us: 
则 到 达 第 大 层 的 下 一 部 电梯 必定 是 下 行 的 ， 在 图 1 中 记 为 

(CD >UDD。， 概 率 树 上 标 出 的 概率 可 以 直接 计算 出 来 ， 我 们 
只 计算 一 种 典型 情形 作为 例子 ,其 中 一 部 电梯 下 次 开 到 第 
层 时 是 下 行 的 ， 而 另 一 部 电梯 下 次 开 到 第 k 层 时 是 上 行 
风 。 这 时 需要 计算 许多 条 件 概 素 。 我 们 以 计算 PDk PU es 
|De: CUji NDer>Un2) 为 例 由 Dis>>Uxs， 得 知 第 2 
HD BB IE TES KR GENSA Kk ED, WA & Bis 
行 2CN - k) HEA P47 A A. Der Urs 


ry 


得 知 第 工 部 电梯 正在 第 天 盟 以 下 〈 包 括 出 离开 第 天 层 )， 而 
及 最 多 运行 2(Kk -1) 层 后 ， 将 作为 上 行 电梯 到 达 第 k 层 。 因 
此 ， 对 于 k 宇 (N +1)/2， 有 

PCD ge >U ki | Dri <U ki ADe: >UEs) 


2(N-k) | 
2, Pablo, = h)PGg, =h) 
k=l 

2ON- KD. 


CS A Voor - 2) 


H 


hel 


图 1 中 标 出 的 概率 值 可 用 类 似 的 方法 算出 来 。 将 图 1 中 的 有 
关 概 率 相 加 可 得 ， 对 于 k 宇 (N +1)/2, fi 
Pyxk*)=PCD,<U,) 


_N- -k k- L aN = 2k 1 k- 1 k-1 


k-1 N-k 2N-2k-1 
N-YN-Y 4-1) 


20N M (00 09 


Pocky) =P(D,>U,) 


N-k N-k N- k k-1 6k- 2N -5 


一 一 一 一 ”一 人 人 人 


NIN-I N-VN-V. 406-1) 


k-1 N-k 6k- 2N - 9 


十 -一 一 一 一 一 


N-EN-I 4(k-1) 


N - k)(4k - 5 
TTE (14). 


而 在 概率 结 上 ， 有 
P,(k!) = P(D, =U,) 


N-k k-1 1 E, N-k 1 
"N-YN-1*k-D N-1N-1 2k-D 
-N-k 

N-D" 


对 于 K< (CN +1)/2， 只 需 将 等 式 (13) 和 (L0 右边 的 项 互 
换 一 下 即 可 。 当 然 ， 对 于 = (CN +1)/2， 这 两 个 值 是 相等 
的 。 

另外 ， 我 们 还 可 以 定义 失望 指标 fs 

f, ^ PCUS)P,Ck 4) * PLCD)P,Ck 4 ) 


_ CN ~k)?(4k- 5). 
2(N - D$ 


, &z DER - D'« (QN -IOQN -2k-1)]. 


2(N - 1»? 


将 等 式 (13), (14) 与 等 式 (1), (2) 相 比较 得 ， 当 K>(CN * 15/2 

时 有 POS PO») 及 Poky)<Gky)， 而 当 K< 

(N+]I)V2 时 , 反 向 不 等 式 成 立 . 这 究竟 意 谓 着 什么 昵 ? 它 告诉 

我 们 :增加 了 第 2 部 电梯 后 ， 仅 仅 对 一 半 层 次 “〈 下 面 的 一 半 

楼 层 ) 减少 了 下 一 部 电梯 是 上 CP) fru BETE. SIH 

趋向 于 去 “拉平 ”到 达 楼 层 的 电梯 是 上 行 还 是 下 行 的 松 率 ， 
对 相当 大 的 7 及 N， 下 面 的 近似 值 公 式 是 有 用 的 ， 


PD = POR = Ny 
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因此 ， 对 充分 大 的 + RNA 


o l 


1 
aay Fy => 


2 


其 中 F, 是 失望 指标 期 望 值 ( 见 (8) )， 

电梯 、 火 车 及 地 铁 都 是 封闭 的 环 状 系统 。 本 文 讨论 的 这 
儿 个 疑难 问题 阐述 了 “频数 ”及 “状态 ”之 间 的 联系 ( 见 [1])。 
有 兴趣 的 读者 还 可 以 考虑 其 他 的 封闭 环 状 系统 并 讨论 其 中 提 
出 的 数学 问题 。 Pn, SLATE toL MS C 
车 是 因为 停 站 少 )， 你 还 可 以 列 出 一 些 条 件 ， 然 后 考 虑 赶 上 
错误 方向 的 地 铁 的 问题 。〈 提 示 :， 你 只 能 在 只 有 慢车 停靠 的 
车 站 候车 吗 ? ) (Ue 


E # X B 
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B.B.Newman 


一 所 硬币 共 M 枚 ， 每 枚 都 是 正面 朝 上 (本 文中 简 记 为 H， 
me mie T— i345. REEE m 1 eae, 
将 它 翻 面 后 放 回 原 处 。 然 后 取 下 最上 面 的 2 榴 硬币 ， 将 它们 
一 起 翻 面 后 行 放 回 原 处 。 再 取 3 Pe. HOA 枚 ,… ARR 
matk EED: Dd d. An MARE Te Emm 1 枚 开 
始 ， 重 复 刚才 的 做 法 。 这 样 一 直 做 下 去 ， 直 到 这 操 硬 币 中 的 
每 :个 又 都 是 正面 s LÀ 止 。 

问题 ， 这 种 情形 是 否 … 定 出 现 ? 如果 出 现 ， 则 一 共 需 要 
做 多 少 次 翻 面 ? 

现 以 M = 4 为 例 ， 整 个 过 程 如 下 《其 中 的 插 号 表示 每 一 
次 被 翻 面 的 硬币 ): | 


1 

2 HH HIÍT.T T. TIHIH HITIH 
3 HH HIHIH H HİTİT T TJH 
4 H H H HJH H HHIHH HH 


Ath, 4AE 5 8 if dk S LI RA. XA E EH 
Manchester 大 学 科 党 技术 赋 究 所 的 John Gilder} lain Bride 
构想 的 。 在 给 作者 的 一 封 信 中 ， John Gilder BiG: “EMH 


qi The Flippin’ Coins Problem, Math, Magazine, 54(1981), 51 
—59 . 译 者 作 了 车 于 改动 . 


H .HIT1ITJH3 d | 


I3 


史 比 较 短 。 在 边 等 公共 交通 边 要 弄 我 的 那些 小 钢 锁 时 ， 构 想 
了 这 一 问题 。” 最 初 的 提 法 略 有 不 同 , 目 前 的 形式 是 由 他 的 同 
$ lain Bride 给 出 的 。 对 特殊 的 M 解 出 这 一 问题 ， 可 以 作为 
初等 计算 机 程序 课 中 的 一 个 很 具 启 发 性 的 习题 ,Graham Bir- 
twistle 及 其 他 一 些 人 将 它 吸 收 进 讲授 Simula 语言 的 汕 中 
([1])。 对 不 同 的 M 计 算出 的 翻 面 次 数 见 表 1 。 鉴 于 其 中 的 
d+ A, Birtwistle 提出 下 列 猜 想 。 


» 1 
M Cii T 30 “mé M (硬币 个 数 ) p xx 
1 2 17 204 
2 3 18 323 
3 0 — 18 228 
4 11 20 199 
5 24 21 146 
6 35 22 264 
7 28 23 529 
8 31 24 604 
9 80 25 200 
10 60 26 676 
11 121 27 640 
12 119 28 251 
13 116 29 840 
14 195 30 899 
15 75 31 186 
16 79 82 191 


AA —HBMA Emm dE Mk x Mk-1., 
猜想 2 翻 面 次 数 不 大 于 MMD. 
狂想 3 F2 SM2" -1， 当 NM = 2 时 有 最 少 的 翻 
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面 次 数 ， 是 MCn+1) -1. £M-2"-1, BA IR 
(KR, fe M(n+2), 

本 文 证 明 这 3 个 和 狂想 都 是 正确 的 ， 

在 一 操 硬 币 中 ， 与 每 枚 硬币 相 联 系 的 是 它 所 处 的 位 转 及 
它 的 状态 (正面 朝 上 还 是 背面 朝 上 )。 每 一 次 翻 面 BE 改变 硬 
币 在 所 中 的 位 置 ， 又 使 所 取 一 友 硬 币 的 状态 发 生变 化 。 我 们 
在 下 文中 将 看 到 ， 当 艺 操 硬币 都 被 翻 面 之 后 ， 知 道 每 枚 硬币 
在 操 中 的 位 置 ， 是 证 姐 猜想 的 钥匙 。 表 面 看 来 ， 只 考虑 每 一 
次 翻 面 之 后 硬币 位 置 的 则 换 将 会 得 到 一 个 不 完整 的 分 析 ， 因 
为 在 每 一 个 中 间 环 节 上 整 操 中 的 一 部 分 也 许 组 成 了 正面 朝 上 
的 一 针 。 虽 然 硬 币 位 芍 的 那些 置换 是 证 明 猜 想 的 关键 ， 但 我 
们 最 终 关 心 的 并 不 是 每 枚 硬币 在 操 中 所 处 的 位 置 ， 而 是 它 究 
竟 是 正面 朝 上 还 是 背面 朝 上 ? 见 图 1。 疼 1 给 出 的 是 一 押 4 
枚 不 同 大 小 的 硬币 ， 在 每 一 次 翻 面 之 后 每 枚 硬币 的 位 置 及 状 
K OHGXRH, BART) 的 变化 。 作 11 次 翻 面 之 后 ， 
所 有 硬币 都 正面 朝 上 ， 但 位 置 恰好 倒 过 来 ， 


A 
下 和 而 的 引 理 1 Se EER TER I — RR RK A H 
的 刻画 。 单 独 用 它 划 可 证 明 猜 想 1， 附 加 上 一 点 点 初等 群 


论 ， 可 以 证 明 猜 想 2 。 我 们 先 假定 5| 理 1 成 立 ， 用 它 证 明 猿 
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H m a . 
此 
$- 
T 
> 


想 1 和 和 猜想 2 ， 然 后 深入 到 过 论 置 换 ， 最 后 证 明 猜 想 3 及 引 
B1. 

这 里 提 及 的 置换 具有 -此 很 有 趣味 的 性 质 它 出 现在 车 
干 个 研究 课题 中 ， 这 些 课题 可 追溯 到 1773 年 [3])。 本 文中 
增加 的 新 东西 是 将 它 和 硬币 的 翻 面 联系 起 来 。 所 几 的 技巧 可 
以 从 硬币 翻 面 的 2 种 状态 推广 到 多 种 状态 ， 用 于 前 决 诸如 下 
面 的 问题 ， 一 操作 个 表 〈 都 在 同一 个 钟点 )， 每 一 个 XE SE 
一 次 面 就 慢 n 个 小 时 ， 装 沉 翻 面 SOKA ES AH eX a 
TR “AN BH ESP | 


sah RIAA 


如 果 猜 想 1 成立 , 则 一 操 硬 币 全 部 是 正面 朝 上 的 情况 ， f 
HER- UCERERE ERM IRE TRA EB, BO AE HEX ZA 


AME UENIRE jT 
H H| H| T| IT| T| T| H| i; Hj TI HIIT) TJ Ti H 下 
HHHHIHHHT rt TH T TT TU 
HunumzlhnnunhnnununuimcrT T 
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Oo m» C = 


hed | 7 B 
图 2 (BpPERRARKUERBED 
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一 次 出 现 。 因 而 我 们 只 需 观察 每 一 次 将 整 操 硬币 翻 面 之 后 操 
中 硬币 的 状态 。 即 ,我 们 感 兴趣 的 是 第 M 次 .2M 次 .3M 次 .… 
德 上 押 之 后 操 中 硬币 的 状态 ， 为 此 ， 抽 出 这 种 整 氛 翻 面 后 的 结 
果 列 ， 将 它们 放 在 一 起 ， 并 用 0 表示 正面 朝 上 ， 用 1 RRP 
面 朝 上 。 对 于 M = 4 可 得 图 2. 

我 们 将 视 这 种 抽取 后 结果 的 第 7 行为 二 进 小 数 pu OD. 
对 于 M=4， 表 2 给 出 p(np) (n=1,2,3,4) 的 二 进 小 数 表 


» 2 


PCL) = 0.1110 


2,022 = 0.1010*** 
P.Q30 20,0111: 


P4{4) 20,0011: 


示 . 从 硬币 操 中 摘 取出 这 些 数 之 后 ,可 以 看 到 p CO BEA 
环 小 至, 因而 表示 有 理 数 (这 是 因为 ,车 假定 猜想 1 成 立 ， 则 
对 每 一 个 M， 经 过 有 限 次 整 操 番 面 之 后 ， 所 有 的 硬币 又 都 重 
新 成 为 正面 朝 上 。 因此 ， 二 进 小 数 py COO 中 必定 有 一 个 重复 
出 现 的 数字 段 ) .然而 ， 这 些小 数 的 有 理 数 表 示 的 意料 不 到 的 
简单 性 是 证 明 猜 想 的 关键 。 
2M+2-2n 
2M+i ° | 

在 本 文 的 最 后 一 节 中 将 证 明 此 引 理 。 现 在 先 假 定 引 理 1 
成 立 并 使 用 之 、 这 一 引 理 不 仅仅 用 于 分 析 整 抬 翻 面 的 结果 ， 
而 且 还 提供 了 观察 硬币 操 结构 的 一 个 有 力 工 具 ， 对 于 岂 =4， 


i9 


213181 pum = 


用 引 理 1 计算 的 结果 见 表 3( 注 音 ， 为 得 到 二 进 小 数 的 


$171 «27t273)2799), 这些 有 理 数 给 出 了 表 2 中 出 现在 


N 3 
E 2M «2-25 
M 2M +1 
1 .111000 8/9. 
2 . 101010 6/9 
3 .011100 4/9 
4 ,001110 2/9 


每 一 行 中 的 数字 的 一 个 简单 表示 ， 但 更 重要 的 是 ， 可 以 知道 
出 现在 每 一 列 中 的 数字 。 这 是 很 容易 得 到 的 ， 因 为 ， 如 果 
px《m) 之 1/2， 则 “1 将 出 现在 小 数 点 后 的 第 1 个 位 置 上 ; 如 
R pa(M)<1/2, WO 将 出 现 在 这 个 位 置 上 。 因 此 ， 相 应 于 
K 3 中 的 数字 8/9,6/9,4/9 及 2/9， 第 1 个 二 进 数 字 列 是 1,1， 
0,0。 为 了 得 到 表 2 的 第 k 列 数字 〈 即 相应 TAE k een e 
面 ), 可 以 用 类 似 的 推理 。 先 用 2*-! 乘 以 二 进 小 数 从 而 将 小 数 
点 移 到 所 需 位 置 ， 然 后 再 来 看 所 得 数 的 小 数 部 分 。 类 似 地 ， 

若 小 数 部 分 不 小 于 1/2， 则 得 到 数字 4 , 否则 得 数字 ‘0”。 然 
而 ， 在 使 用 有 理 表示 时 可 以 看 到 ， 这 种 二 进位 制 的 移动 小 数 
点 后 取 小 数 部 分 ， 可 以 按 通常 的 有 理 数 乘法 来 实现 ， 先 用 
2x-: 乘 (2M+2-2n)7(2M+1D)， 然 后 依 mod(2M +1) HR 
分 子 所 得 到 的 分 数 。 (为 使 读者 易 于 理解 ,我 们 简 述 “ 依 
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mod(2M +1) 约 简 ”如 下 ; 
ia t b 都 是 正 整 数 且 cS. HHARKA, GABA 
9 及 ?使 


b=ga+r, | Oxr«a, 
我 们 称 r 是 5 对 模 a 的 最 小 非 ARR, jug o(mod(ay), JA 
而 ， 上 述 取 小 数 部 分 的 过 程 基 为 ， 小 数 部 分 就 等 于 


ji, 2M £2 - 2n 


oM +1 
的 小 数 部 分 ， 即 分 数 
CCM + 工 - 1)2*) (mod (2M + 1» 
2M +1 , 
EL, ADR P SE OMe1-7102* 44 PR 2M +1 的 最 
小 非 负 剩余 ,) 
Mm -4Bf, !3p,COD 的 第 天 个 数字 相应 的 这 种 分 数 见 
34. m. (EX k 列 申 的 分 数 的 分 子 ， 从 上 到 下 是 由 下 述 


(M *1-n)2* 
2M +1 


a — — 
ma 


等 差 数列 对 模 2M + 1 的 最 小 非 负 剩余 组 成 的 : 
Mx2*,(M- 1) x2*,--,3x2*,2x2*,1x2*., 


al 


只 要 分 子 (M+1-n) x 2*(mod(2M+1)) PF M &1, WO 
将 在 py(n〉 的 相应 位 置 上 。 为 使 第 列 上 的 数字 全 为 0， 必 
须 使 所 有 分 子 M - 1- n) x2*(mod(2M +1)) 均 小 于 M+tl， 
nz], M. 容易 看 到 仅 当 2* 二 1 (mod(2M +1)) WA 有 这 
种 情形 出 现 〈 为 什么 ?)， 此 时 分 子 序 列 Qnod(2M + 1) 79 
M,M-1,*53,2,1. 
H, ZEB GG SU =M=- 1(04(09M & D) 时 ， 第 
k 列 上 的 数字 才 皆 为 工 (为 什么 ?)， 此 时 分 子 序列 (mod (2M 
t 1)) 为 
M-1M*2,,2M-2,2M- 1,2M., 

如 黑 用 原先 的 硬币 操 来 解释 上 述 有 关 二 进 数 字 的 讨论 ， 
可 以 这 样 说 ， 所 有 硬币 正面 朝 上 的 情形 在 RR CM APR 
i Sic Kop 2* 二 1(mod(2M +1))， 或 者 ， 
在 Kk 次 整 操 翻 面 之 前 出 现 ， 此 时 2* 二 -1(mod(2M + 1))， 

上 述 讨论 并 没有 完全 证 实 猜想 1 ， 因 为 仍然 存在 这 种 可 
能 性 ， 所 有 硬币 正面 朝 上 的 情形 在 下 一 个 整 操 翻 面 之 前 二 次 
或 二 次 以 上 时 出 现 。 这 只 可 能 在 这 种 情形 发 生 ， 在 某 一 次 整 
摆 委 面 后 ， 其 底部 的 硬币 (至 少 2 枚 (为 什么 ?)) 全 是 正面 朝 
上 ， 而 其 余 的 硬币 按 一 枚 正面 朝 上 一 枚 背面 朝 上 的 次 序 (或 
者 反 过 来 ) 排列 (为 什么 ?)。 作 为 一 种 假想 的 情形 ， 考 处 普 
= 8， 一 次 整 探 翻 面 的 结 果 如 表 5 中 的 第 工 列 。 则 经 过 5 次 
翻 面 后 ， 全 部 硬币 都 将 是 正面 朝 上 的 。 我 们 将 证 明 ， 在 一 次 
Lim. d 5 中 的 第 1 列 那 样 的 情形 (对 任意 M) 是 
AA RE REA. EK, ANWR, MR RUE 1 枚 硬 
ifr iR ERU A ERI, BDZ Ty Rk E RM e 
这 之 前 2 次 翻 面 时 就 已 是 全 部 止 面 朝 上 .在 一 次 整 操 翻 面 


oz 


m5 (M-8 
TIH T} H, T] H 

H Ti UI 7 

Y TIHITIH 

H H H3 T 

T T 31 

H H H H H 

Hoi uH H H 
H H H H H H 


LD IATHA 
= 


Kin 5 3S LU HL d$ BE (D AR AS OF, AB Oe OBO 
(mod(2M + 1)). 

Ma, CM —1)a,-.,3a,2a,a, 
BERKAS- LIENEE HEEG TELDE 2 AX, 
因此 r23), MARK ERE r 枚 硬币 是 i) ERU. iy 


有 
la(mod(2M c DOM, I<tle<r-1l, 


A ra(mod (2M * |)) 5 M, 
HEX ER GER rd) 
ra(mod (2M +1)) - (r - 1acmod (2M + 1)) +a 
<M+M=2M, 
(r + j)a(mod (2M + 1)) 
= (r - ])a(mod(2M + 1)) + 2a(mod(2M + 1)) 
<M+M=292M, 
由 此 及 海 式 
(2a) (mod (2M + 1)) = 2€(4 (mod (2M +1)) 
du er 
(r+ Da(mod (2M + D) zra(mod(2M + 1))— M, 
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从 而 证 明了 一 枚 正面 朝 上 一 枚 背面 朝 上 交错 排列 的 情形 是 不 
可 能 发 生 的 。 因 而 我 们 证 明了 ， 整 操 硬 币 都 是 正面 朝 上 的 充 
分 必要 条 件 是 作 了 Mk 次 翻 面 ， 其 中 2*=1¢(mod(2M +1)), 
或 者 作 了 MK- 1 次 翻 面 ， 其 中 25 - 10nod4(2M € 1). JA 
想 工 得 证 中 。 

有 意思 的 问题 是 去 得 到 可 能 的 MM 值 ， 使 得 存在 整数 上， 
ok =: - J (mod (2M + 1)), PPU SEE PR di Be M AY R A te. 
如 果 天 是 偶数 ， 则 -1 工 是 2M+ 1 的 二 次 剩余 GR MI, a 
是 整数 ， 若 存在 整数 x 使 x’ =a(modM), 则 称 4 是 模 M 的 二 
mee, GUP a 是 模 M 的 二 次 非 剩 余 ), 因 而 也 是 每 个 素数 
除 以 2M+1I 的 二 次 剩 你 ， 如 果 天 是 奇数 ， 则 - 2 是 2M + 1 的 
二 次 剩余 , 因而 也 是 每 个 素数 除 以 2M +1 的 二 次 剩余 。 下 面 
两 个 数论 中 的 结果 ( 见 [2], p.135 及 p.139， 或 任何 一 本 和 初 
等 数论 的 教科 - 扩 ) 是 这 里 要 用 到 的 ， 

2]382 数 -1 是 所 有 形式 为 8n+1 或 8n+5 的 素数 的 二 
次 剩余 ， 但 它 是 所 有 形式 为 8n + 3 或 8n + 7 的 素数 的 二 次 非 剩 
余 。 

引 理 5 数 -2 是 所 有 形式 为 8n+1 或 8n+3 的 素数 的 一 
次 剩余 ， 但 它 是 所 有 形式 为 8a+ 5 或 8n + 7 的 素数 的 二 次 非 剩 

由 这 两 条 引 理 可 得 ， 如 果 p 是 一 个 素数 ， 整 除 2M +1, 
那么 ， 其 形式 为 : 

(i) 8n+7 Bf, Mij 2*= — 1(mod (2M +1)) 无 解 ， 

Gi) 8n+ 5 时 ， 则 2* 二 -1Cmod(2M +1)) 仪 当 k 是 偶数 


一 


a e — 


a4 


hA RR, 

(ii) 8n +3 时 ， 则 2=s — (mod (2M +1)) 仅 当 天 为 奇 
数 时 有 解 ，。 
因而 ,如果 2M +1 能 被 形式 为 8n +7 的 任 一 素数 整除 ， 或 能 
UE X 9 8n- 3 & 8n+ 5 f fEXEPRII SER UE BURE DR. 
财 不 存在 整数 kE — 1 (mod (2M +1)) ,形式 分 别 为 8n+3 
Ken + SAS RAP BU SE EI 8 + TAR. flee, 8n+7 
也 一 定 有 素数 因子 其 形式 为 (a) 8n +7, Cb) 8n+3 及 8n+ 
5。 因 此 ， 我 们 可 以 结合 这 两 种 情形 得 ， 如 果 2M +1 能 被 形 
式 为 8n +7 的 任意 数 整除 ， 则 2* 关 一 1(mod(2M +1)). 

例如 ， 如 果 M 是 形式 为 4K -1,7K -4 或 12K -2 m, 
Wl 2M +1 分别 是 形式 BK -1,14K-7 24K - 3 BC, "EET 
郁 能 被 形式 为 8n+?7 的 数 整除 。 对 这 些 M， 翻 面 次 数 都 是 M 
的 倍数 。 这 几 个 形式 解释 了 表 1 中 那些 M 整 除 翻 面 次 数 的 除 
了 MM=25 以 外 的 所 有 情形。 现在 可 以 让 实 猜 想 2 P. Hn Em 
得 到 的 结果 ， 为 证 明 M 个 硬币 一 把 的 翻 面 次 数 至 多 是 M 次 ， 
RER: FER kM 使 得 2* 夺 + 1(mod(2M +1)), 为 
此 月 的 引进 初等 群 论 的 有 关 结 本。 

若 虑 小 于 2M+1 且 与 2M+1 互 素 的 全 体 正 整数 所 组 成 
的 集合 G ,将 模 2M+1 的 乘法 作为 C 引 的 二 元 运算 心 , 则 G 
构成 一 个 群 帆 GAOT EEE BB 2n, A Aan Rx 与 
2M+1 Hx, WA 2M -1—-x 也 与 2M € 1,38, Mitt Bp 
HIERARKI SE. WEAR 2n-2M, S DEC 趣 的 是 由 
2 生成 的 G 的 子 群 。 有 两 种 可 能 出 现 的 情况 ， 以 M=4 及 


(D Vva,bcG, 定义 a b= (ae b)(mod(2M +1)), 请 读 . 者 HH G fz — 
^ BE. 
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M=7 为 例 ， 

M=4, G={1,2,4,5,7,8} 及 2 生成 G。 

M=7; G={15254,758,11,13, 14) & 2 生成 真子 群 {2， 
2? —4,9*5-8,2'- 1), 

如 果 2 8925 $8 ^E RE REG (如 同 M =4 的 情形 )， 则 有 
2°" -1==0Cmod(2AM +1)) 或 者 (27 + 1)(2" - 1) =0Gm0d (2M 
+1))。 因 为 2n ÈG Wr, 2°=1, Bd Jb 2^2 — 1 (mod (2M 
*DO, FREER k DSM 具有 所 需 的 性 质 。 

« 如果 2 8975 EE KG 的 一 个 真子 群 (如 同 M = 7 的 情形 )， 
则 由 Lagrange 定理 ， 此 子 群 的 阶 上 是 G 的 阶 的 一 个 因子 。 因 


Jj 2*z1(mod (2M +1)) Hk eR MERC. onc 
M， 所 以 我 们 证 明了 存在 整数 上 具有 所 需 的 性 质 ， 


狂想 5 及 引 理 1 的 证 明 


到 目前 为 止 ， 我 们 关心 的 仅仅 是 硬币 的 哪个 面 朝 上 ， 为 
证 明和 猜想 3 及 引 理 1 ,需要 检查 一 下 硬币 在 操 中 位 置 的 重 排 ， 
Veh Re nA — P RRR. AAR RR — 
面 过 程 在 每 一 个 整 操 翻 面 之 后 重复 进行 ， 所 以 经 过 一 连 串 整 
操 翻 面 之 后 得 到 的 重 排 可 以 由 取 第 一 次 整 操 翻 面 后 的 硬币 位 
置 的 置换 的 方 攻 而 得 到 。 我 们 可 以 记录 硬 肌 的 移动 如 表 6 所 


Ae 


1711273 
2 2°1/1 
3 3 n 
4 4 4 4 


vU = bW d 
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f VR SERRA. Coe 6 hiik ri 31D BE T1 ff 
fr& S3. 89i 2i il 2, WS ERTA REM BINE 
下 数 的 ， 表 示 在 第 I DOREIR Ifi BS ICI ài d np iU 


成 
1234 
(so 4 
WARS, FR aR rth CERTE 338 75 f, 


an 


( 2 3 DEG 2 4 1\ 
3241 ut 2 3 4/ 


fi 23 4y 
42137" 


ALE RP EASA m A 2 11's Xe 6 A aS, 
AE X. Py Ji A "pP REN EIE iB iT eB 1, 2, 

SM mS Boh, NIE. BRIA HI EB En EE 
的 硬币 就 是 开始 企 位 首 nts [MAb ci IB. GRA A ETT 
fi, (RRR GE Pe PARR. 例如 


8 
中 
: oS) 
531246 87° 


对 这 些 Vx 观察 到 的 模式 ， 和 猜测 有 下 面 的 引 理 。 


EN 
oO 
i 
P emnt 

me be mk 
Zo IND 
piemita. 

DO 4 
ee | CH 
G2 C» 
a 1 — ] 


eS 
eo 

t| 
e 
d b rairai 
一 Two 
1 -— 
"cw 
C 
om 
~] 
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引 理 4 


M *2-2n, n el, 
n9, = 


an -M-1, n> 


这 条 引 理 的 证 明 留 给 读者 ， 它 可 以 对 M 用 归纳 法 而 证 
得 ,这 里 , 我 们 举例 说 明 已 知 ?后 如 何 求 ?6。。 在 计算 "时 ,在 
涉及 到 第 9 枚 硬币 之 前 , 翻 面 时 操 中 硬币 位 置 的 变化 与 M =8 
时 的 变化 相间 。 因 而 对 M =9 时 一 次 整 操 翻 面 可 表示 如 下 ， 


2| | 
2 6 | 7 
3 4 | 5 
4 ~ | 2 1 3 
5 a 
6 3 | 2 
7 5 .4 
8 ZI 
9 9 8 


其 中 的 倒数 第 2 列 由 ws 得 知 ， 服 后 一 列 就 给 出 了 Ts. 

同样 的 推理 能 用 于 发 现 ， 从 一 次 整 昧 翻 面 到 下 一 次 时 ， 
最 终 哪 些 硬币 的 面 被 翻 过 来 了 。 这 就 是 

引 理 5 BAA n prid fr CAR TREE JAY E 条 件 
jàn-M/2-*41. 

详细 证 明 留 给 读者 。 

如 果 对 2n 张 扑 克 牌 进行 洗 牌 , 按 下 面 这 种 方式 ， 将 第 2 
张 牌 放 在 第 1 张 的 上 面 ， 将 第 33k (EX 2 张 的 下 面 ， 而 第 
4 张 放 在 这 3 张 的 上 面 ， 这 样 做 下 去 ， SBE HEAR ANY 
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EMRI AE Von ,这 一 类 尝 脾 问题 的 理论 出 现在 1773 年 ([ 3])， 
Rouse Bal(L4J) 提 到 讨论 这 一 洗 牌 问题 的 8 个 人 。 
每 “个 置换 可 以 写成 若干 个 不 相交 的 循环 的 乘积 。 例 如 
ps = (1879020(26 34), 
?,-(108627435). 
TERREN deux AS AS A I A ST RS Be 12S FE PB 
3 4f LET TE R5 HAR Ou HILT, ARR) Vy 


Z 7 


M P wm) SIRE BE kCP 31 BY Er Mk M ^r f ro BY 8 T x 
8 454 4 32 31 
9 9 9 81 80 
10 653,1 6 60 60 
11 11 11 121 | 121 
12 10,2 10 120 119 
13 9,351 9 117 116 
14 14 i4 196 195 
15 55,5 5 75 75 


ar | FER EA PROT. RE SE 6 门 结论 。 
引 理 6 ie fw 的 阶 等 于 包含 数 M 的 那个 循环 的 阶 ， 
WEAR HSE 4, AH Yn OVA BIK Ny = (一 1)*(2n 一 
^l—-])*e, $irhe=O81, MAE 20u) = (一 1)'2(2n 一 
D-2C- D'M «2e, 由 此 得 207 9)-12C€- D'2(2n- D 
- C-D'IQGM +1), Aina 
2d y) — L220 - 1)°2C2n- 1) (mod (2M +1)). (LD 
20 


X(n) =2n-1, . 
Xn) =2(n¢y) - 1, 
X(n) 2 2(n0$) — 1, 
X(n) = 2 (NPH) - ]. 
由 (1 的 同 余 性 知 ， 存 在 si =0 或 工 使 各 
X(n) =C- 1)°1 2%,(7) (mod (2M + 1)), - 
X,(n) = (- 1)*2 2%,(n) (mod (2M +1)), 
X, (O0 = (- D'&k2X4., (0) (nod (2M +1)), 
由 闻 余 式 性 质 依次 得 
X40) C- 1) "1+ "2 X00n) (nod (2M + 1)), 
Xan) 11) 200(n) (mod (2M + 1)), 
X, (n) EC D^' ig x, (0 (mod(2M + 1)), 
Bib, # 2*—ti1(nod(2M - 0), 则 x,(OD = +X 
(mod(2M +1))。 其 中 的 4 -号 不 可 能 出 现 ， 人 否则 
Xp (n) =2(n¢§) - 1 = - (2n—- D (mod (2M +1)), 
从 而 n?52:1 - n (mod (2M - DO (A 205 2M e 1 dE AR. 但 
LKXAWARAM fpi CHIC — 2) E BEC2M + 1) 的 最 小 非 
负 剩 余 ) 大 于 M。 因 此 得 ， 若 2^9 * 10n0d (2M + 1)) 则 必 
有 nepk=n(mod(2M +1)). 55h, 19551(mod(2M +1)) %4 
HA 24 25 £ 1Onod (2M +1)) (为 什么 ?)。 这 证 明了 ， 若 天 
是 包含 1 的 循环 的 阶 ; ME he ak 和 的 阶 。 罗 为 包含 1 的 
人 备 坏 必定 也 包含 AM 为 什么 ?7 BLAS [BE 6 CELE, 
有 意思 的 是 ，Yw 的 阶 就 是 猜想 1 中 的 KK。 这 意味 督 一 列 
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AE RETE] xx v tp d EDU PERI) ID ADR EIU 
到 它们 原始 位 亩 或 者 下 好 是 倒序 时 才 出 现 ， 

由 考虑 包含 M 的 循环 的 结构 , 我 们 能 得 到 有 关 M 及 9x 的 
阶 之 加 联系 的 更 进步 的 信息 。 由 引 理 4 ， 包 含 M 的 循环 可 
以 写成 最 后 一 个 元 素 是 1 ， 而 前 面 的 若 下 个 元 素 可 以 按 

M,M-1,M-1-2.M—-1-2-2?, 0 
形式 继续 与 下 去 下 到 永 一 个 整数 一 M/2+1 为 止 。 设 该 循环 
的 第 上 项 是 小 于 M7/221 的 第 一 个 整数 ， 则 第 d- 1) 
AM-(1+2++2 3)=M-2 24 17 M/2«1, 
第 上 项 是 
M-(1*2**-2! 5) M-2'!7 e 1 M/2* 1, 

由 上: 述 两 个 不 S A&Sotts-—Mx2!l-d. iE M=21-! 
岂 第 二 项 就 是 1， 从 而 9w 的 阶 是 上， 在 所 说 的 M 的 二 进 制 范 
围 中 它 是 最 小 可 能 的 阶 数 ， 从 而 猜想 3 证 实 。 注 意 ， 猜 想 3 
中 的 其 余部 分 已 由 猜想 1 的 讨论 而 证 得 ， 

最 后 还 需 证 明史 理 L.A ny, AeA XE Py (nm) 中 的 第 
k 个 数 宁 。 我 们 用 Y 835 uEUJ, o4 Bp k, n, 等 于 X= 
(2M +2-2n)/(2M+1) 的 一 进展 开 式 中 的 第 天 个 数字 ， 

A k-1, 5I 5 f2n,-0 4H [X 04 n2 M/2*1, 或 
"rH, 2M -2-n- AM。 这 对 X 的 二 进展 开 中 的 第 一 个 数 
字 是 零 是 同样 的 条 件 。 假定 结论 对 kk 成立。 因为 移 到 第 7 个 
位 中 上 的 硬币 E no. 而 且 它 被 翻 面 的 充 要 条 件 是 mn<<AM/2 
tl, BEA j 

(07 (n9), nc M/2*1, 
"es L-O yk, n—cM/2*41, 
如 果 n>M/2+1, Wj(?,0, = 0 4 H [C4 


aif 


2k-1(2M +2-2(9n- M - D) M(nod(2M +1)) 
Her. Bil 2*(0M 42-20) ;:M (mod(QM+1)), "E EXIm 
一 进展 开 式 中 第 (kg + 1) 个 数字 是 0 的 充 要 条 件 。 

如 果 m<M/2+1， 则 1- Owl MERS 
24-1(2M+2-2(M+2-2n0))<MGnod(2M+17) 
Aor, Bl 2*(2M *2- 2n) 5 M(Gnod (2M - DO, BEX 

进展 开 式 中 第 (K+ 1) 个 数字 是 1 的 充 要 条 件 。 
这 就 证 明了 ，nk+i 是 XX 的 二 进展 开 式 中 的 第 (K+ 几 个 数 
字 ， 从 击 由 妇 纳 法 ，3 引 理 1 得 证 ， 


$ # OX M 


[11 Graham Birtwistle, Ole-Johan Dahl, Bjorn Myhrhaug, 
Kristen Nygaard, Simula Begin, Auerback,  Philade- 
Iphia, PA, 1973, 

[2j Trygve Nagell, Introduction to Number Theory, ” 
Chelsea, New York, 1964, 

[3] Mémoires de I’ Académie des Sciences, Paris, 1773, 

(41 W.W. Rouse Ball, Mathematical Recreations and Ess- 
ays, Macmillan, London, 1959, p.310, 


( 朱 学 贤 译 、 潘 承 虎 校 ) 
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[E] "P 8 ae ST lo) a 


M.F.NEUTS, P.PURDUE 


WE (Buffon) 在 他 于 1777 年 发 表 的 题 为 “ 算 术 修养 
随笔 ” (Essai d'arithmétique morale) 的 文章 中 认为， 几 
何 概 妾 应 成 为 概率 论 的 新 分 支 ， 并 提出 了 当今 人 所 共 知 的 汝 
丰 针 间 题 (Buffon’s needle problem), 

“地 板 上 肇 有 一 灸 间距 为 24 的 平行 线 。 将 一 长 度 为 2c 
PPR BLADER IAR 3 这 里 2e«2a, REHE fr RA 
区 的 概率 .- 

ERN HEN EWER, 所 求 概率 为 2c/ (xa) , 
分 析 他 的 解法 ， 我 们 认为 其 基本 点 为 

以 x 表示 从 棒 的 中 心 到 其 中 一 条 直线 的 距离 ，6 表 ae 
5 平行 线 方 向 之 间 的 夹 角 。 可 以 假定 x, 0 8H E Por JE 2r PUR 
从 (0,a)，(-x/2,r/2) 上 的 均匀 分 布 ， 此 即 清 丰 所 说 的 将 
He “HAL” Bbc edema x 

拉 普 拉 斯 (Laplace) 在 其 1812 年 的 著作 《概率 的 理论 
分 析 》(Thtorie analytiqne des Probabilités) Hot 08 SE EE In] 
题 作 了 推广 ， 考虑 平面 上 由 两 组 间距 分 别 为 4 及 5 的 平行 线 
重 直 相交 所 构成 的 网 格 ， 向 恋 网 格 随机 地 投 毛 一 长 度 为 1 

(leca s b ) 的 棒 , 这 里 ,随机 的 疙 义 与 前 而 的 解释 相同. 拉 壮 


-amr — 7 Rs —— G—— — 


@ BUFFON IN THE ROUND, Maihemaiios Magazine, 
Mar.-Apr. (1971), 81—89. | 
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拉 斯 给 出 该 棒 与 网 格 中 某 直 线 由 冬 的 概 尝 为 上 上 24CQ+DD) - UT 
/rab)。 很 明显 ， 若 令 a Md HLA, REI HK His Et 
问题 。 有 关 这 方面 的 进步 的 研究 参阅 : 1 ,2j,L3j。 

本 文中 将 讨论 清 站 针 问 题 的 一 个 新 的 推广 。 我 们 所 考虑 
的 不 是 平行 线 徐 ， 而 是 -个 半径 为 尺 的 辆 。 辣 该 圆 随机 投 孝 
一 根 长 为 24 的 针 并 使 针 的 中 点 落 在 圆周 内 〈 包 括 贺 周 上 )。 
这 里 ， 仍 然 需 要 解释 所 谓 “ 随 机 ”的 含义 。 可 以 有 两 种 不 间 
的 解释 。 称 第 一 种 解释 为 情形 A ， 即 在 投掷 之 前 首 移 指定 一 
个 向 量 径 〈 即 与 某 半 径 重 合 的 向 量 一 一 译 者 注 )， 而 ix 针 的 
rng dei SEES E. FURAN RPA, NIU 
服从 (0,R) 上 的 均匀 分 布 ， 投 针 与 向 最 径 之 间 的 夹 角 0 服从 
rT0,x] 上 的 均匀 分 布 并 且 U 与 8 相互 独立 , :第 二 种 解释 称 为 
EEB: 即 针 的 中 点 落 入 贺 内 任 一 子 区 域 的 概率 等 于 这 部 分 
的 面积 与 整个 圆 的 面积 之 比 。 对 4 的 假定 同情 形 A。 

确切 地 说 ， 我 们 对 随机 的 两 种 解释 分 别 为 ， 

A. SU#B.DAM ( 针 的 中 点 ) 的 距离 ， 则 上 的 密度 
ER BY Ay 

I/R, O<uU<R, 
f) =| os gt. 


B. UND f ERE 7 


| ou/ R*, cucR, 
gu) -| y 
0 ， RU. 


”以 上 两 种 情形 均 设 9 服从 [0,*] 上 的 均匀 分 布 并 UH 
IRSE. 
本 文 研究 针 与 图 周 的 交点 数 的 概率 分 布 ， 情 形 和 4 时 此 概 


wu 


d4 


KAE SES OR RAIA Bl o> EL, duft TTE Bi S 
JE ER BE RHEE., Bie 2 EH T 25 4/R Oe I 
|- MS AE ee BD ESA 


2. SERERE AK 


定义 随机 变量 z Doer A a ex. = d> ORM SL EA 
4 P(G22)21, WEEE IE Od RB A. RI 
种 情形 讨论 ，(a) Rzndxl2R, (b) O<d<R, Je 
(a), 

(a) 民运 4 过 2R。 此 时 又 可 分 为 两 种 情况。 令 p; MOAR 
件 概率 ， 即 pi (4) =P(e2=t|U =u), =01 2， 则 依从 O 〇 到 
M 的 距离 4 可 将 情形 (a) 分 为 ; 

(i) O-cuxd-R, 
此 时 交点 数 必 为 2。 即 

Pou) =p, Cu) =O, 
p,Cu) =], 

(ii) d- Riu RR. 
此 时 有 “六 图 1 )， 

pg Cu) =0, 
p,(u) = 2 — 24/7, 
p,(u) = 29/n — 1, 
R? =u’ +d? - 9ud cos(a - y), 
HREAN Hud RR Xon. ALA 


Pg Ct) 一 Ü, 


2 fd y? 
p,(u) 2 2 - 2/n are (8 —5 2), 


p, (u) =2/x arc cos( zdu 


UL P.(z=1), Pg = 站 分 别 记 在 情形 4 及 有 时 交点 数 等 于 ! 
的 概率 。 则 当 Rxcd«c2R 时 有 


Roe )-1. 


P,4(2=0) =0; 

| R 9 (Roe eye 
P,(2=1) -| [2- Žare cos ( ~ oud 页 ; 

d-Rd 

PG 22) | P 
R 2 d? — du 
[Lee 5) 

Pelz = 0) = 0， 


r 


2 4,2 d 
2- S are cos (8-5 d^ a ye u 


R 
Pg(271)»5-7 NE dud 


d-R d 
P,(Z=2)= -| 


化 简 得 
P,CZ 20) =(), 
2d 
P,(2= 1)=4- R 
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A ( : 
p ) c 
] Q [ R + d R ( | 


P,(2=0) =0 


I 


= -——— 一 | 
2 , 


P,@= 
p(2 = 2) = ] -- 2d 


, 4 | 
oud os. 


bi fll 4 fy Ld | [= = H " 
< c co [ itie. 
| ! | x, H AS ER, 
"EA 2 B 12 此 r . - 


V = are cos( 2 -d -w 
Ab) 
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图 2 
图 3 


(iii) MR?.@<uce, Z 

n 此 时 至 少 有 一 个 交点 ， JE 
Pou) = 0， D1(u) 22—2y/n 
| $ PoC ) = T 

类 似 于 情形 (a)， 我 们 有 oe 


P,(2=0) = VR- d 
R 
9 (R? -d2;1/2 9 
-Raa are cos (X= =d oo Mu, 
P,(2=1)=2- 2v/R' - d 
R 
9 (R? -d2)!/2 
+ a . arc cos (Raf ^. à 
- d 2ud 
_ 2 f are cos (R= d -ti 
UR Ji ng? -42,17? e eos ( ua) 
P4(z= 2) = VR -1 
1 2. R R? 一 -d*-y 
IRJ (n? -q4? Omen ($ 2ud e. 


R-d 
—— —- u arc cos( 
x R* 2)172 
R? — d? 
Pa(z=2)= >on] 
R 2 d? — u? 
+ -4f u arc cos (= 一 
R? J ig? -43 


3。 积分 的 计算 


今 
通过 分 部 积分 及 下 列 变量 代 换 
u=(R+d)cos $, 
(R+d)sin 中 =2wRdsin 0 
得 到 | 


2 f2—~y2\ è 
[=u are cos ( — M) 
Jud 


上 


- («d - BLFO,;|k) -天 (Caz|k) ] 
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~(d+R)[E(,|k) - E(a,|k) ]), 


其 中 
Fal = | c -ksin 0)-#dg, 
0 
EGO = [vi T křsin?ĝd9, 
0 


k?=4Rd/(R+4d)*, 
4a,b, = 上 述 积分 关于 6 的 积分 限 ，。 


可 见 ，F(|k) 为 第 一 类 椭 贺 积分 ， 而 EO 2936 — 2E PR 


积分 。 令 
) b R? ~ d? — u? 
[’= |: arc co ( RE — 717 Jau, 
类 似 于 I BHAILE, "m8 


,_u? (Roe) 
I g are cos pud 


+ R*(b5,—a,) + Rd sin § cos @ [>z, 
2 


4， 主 要 结果 


利用 第 3 节 的 结果 可 得 到 关于 Pa(z= 1), Pale= i) OR 
达 式 。 令 y-4/R, = 2/2, 
0, = arc sin L7? 


9 O; = are sinj, 


关于 情形 A HR: 
(i) 0<7 委 1。 
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P,(z=0) = *(d - Y)L FO, |b) ~ FCG,K)] 
+ (1 +L EO,|1) ~ EXGjO 1), 


= 1) = Žare cos L 
P,z@=1]) "2h: OS 7 


- 2 {((L- YP FC, Ik) - Fk) ] 
FO C YC EC 1K) ~ EO 1] 

f (a - DLE OIE) - FOI 
+ (O € DCEC(jSE) - E(QGIE 1); 


2 y 
P,(2=2)=1- 7 are COS 3 


- (a - DCFGSMIO ~ FG5]E)] 


+(1+ YU EC NK) - ECXOSIK) ]). 
Gi) 1x: Y«2. 
P,(2=0) =0, | M 


P,(z=1)= 2 arc cos — 
Ae oe 2 


_ * (0 - DEFO - F(X,]K)? 


~ (y+1)CECQO Ik) -Eik J}, 
2 


¥ 
Pa = 2)-1- pL cos 3 
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eS (o - DI FOIE) - FO EY] 


-OHD EIK - E(QG,!k) 1), 


AK nh? Jen, BI - 47/0 +)?， 故 上述 各 表达 式 均 可 
看 成 关于 的 单 变量 函数 来 计算 ， 

KF WA Bes 

GQ) 0x1, 


Pa(z=0)=2- VI- 78 — Aare sin fie, 
N Tt .9 


Ps(z=1)= : VI -yi iva -yi_9 


y aes 
+ 2 arc cos -” + 5 arc sin jit? 
7" 2 n 2 


REMPLI 
~ Aare sin [2 L 
T" Y i 


Pa(z=2)=1~2'( da vp my) 


e 2 Ü 4 r 
 — dlc cos - *- arc sin 
I 2 " 


E 
" Tr , 
~ 4A arc Sin / - 
«X 


U2 


Gi) I<v<9, 
Pa(z = 0) = 0, 


Pg(z=1) 32-4292 Zare cos 7. 
" x ' 2 
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一 4 arc sin / us 
n 4 


一 -一 


< 


Y 
一 -一 -8TC COS --, 
Hi 2 


用 计算 器 很 容易 计算 上 述 结果 。 附 录 1 中 给 出 了 一 些 县 
体 的 数值 ， 其 中 ?7 的 取 值 介 于 0 到 2 之 间 。 


5. 附录 


图 4 给 出 了 当 7YE 50,2] 时 各 概率 之 间 的 关系 ， 其 中 情形 
和 以 实 线 表 示 ， 而 情形 B 则 用 虚线 表示 . 表 1 中 列 出 了 情形 
AWM BZ, WAJE 8 时 的 计算 结 灯 则 在 表 2 中 给 出 。 


| \ . 
0. 6 Prz = 2) 


0. 5 | Y 


0. 4 - 
PaL 2 —1] 
0. 3 
0.2 
0. | // 
// 
0 0.20.4 0.6 0.81.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 


m 4 
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表 1 关于 情形 人 A 的 计算 结 采 


y P2729] P [2 = 1] P 4[z -: 2] 
.2 .86 .14 .00 
A .10 .29 .01 
.e 02 .46 .02 
8 .30 .64 06 
1.0 .00 84 16 
1.2 .00 .45 .55 
1.4 00 .22 78 
1.6 00 18 87 
1.8 00 04 96 


表 2 关于 情形 B 的 计算 结果 


PT 


y Pp[lz= 0] Patz=1] P pf 2 = 2) 
.2 .75 ,25 .00 
.4 .61 .48 .01 
,6 .28 .68 .04 
.8 ,11 .80 ,09 

1.0 00 .78 .22 

1.2 .00 .57 .43 

1.4 .00 38 62 

1.6 0° 21 79 

1.8 00 07 93 

$ E X mR 
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国际 象棋 中 的 _" 王 问题 “ 
M. Abramson, W. Moser 


设 4 = (ai;) 是 一 个 nxm 和 矩阵 ， 有 nm 个 不 同 的 元 素 。 从 
中 选取 天 个 ， 使 两 两 不 同行 ， 而 且 在 相 邻 行 的 两 个 元 堵 必 仁 
同一 列 ， 记 这 样 的 选取 方法 共有 ga, OO 种。 本 文 的 主要 目 
的 是 用 初等 方法 求 出 gw kxCm)， 并 利用 grk(2)CK= 0，1， 
2,…) 去 解 “n 王 问题 ”:， 在 一 个 2xm 的 棋盘 中 放 和 人 了 个 王 ， 
使 每 行 、 每 列 都 只 有 一 个 ， 并 且 两 两 不 能 相互 攻击 ， 问 有 多 
少 种 放置 方法 ? 后 面 这 个 同 题 的 本 身 也 很 有 趣 ， 
我 们 称 K 个 选 自 集合 {1,2，…?) 的 整数 
x, XQ t LX, (1) 
为 n 的 一 个 k- 选择 。 其 中 由 相继 的 整数 组 成 的 最 长 的 一段 
PRA k- 选择 的 一 个 部 分 。 例 如 
1,3,4,5,8,9 (2) 
是 10 的 一 个 6- 选 择 ， 它 共有 三 个 部 分 ， 为 (1)，(3,4,5) 及 (8， 
9)， 长 度 分 别 是 1,3 及 2。 | 
hr 个 部 分 的 了 的 K- 选择 个 数 是 
gr (n,k) = ( | Y" 7 "^ (3) 


| u i r 


为 证 明 (3) 式 ， 我 们 用 “，。，” 表 示 一 个 数 未 被 选取 ,“C)” 
(D Combination, Successions and the s-KINGS Problem, 
Mathematics Magazine, Nov —Dec.(1966)»p-269—273. 
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表示 一 个 数 被 选取 。 这 样 ，2 的 恰 有 + 部 分 的 k- 选择 就 同 
Hk SOM nk + HBA eR A r BRORS RT 


”排列 〈 从 左 到 右 逐 渐 增 大 ) 有 一 个 一 一 对 应 。 因 而 只 需 傅 定 


这 种 排列 的 个 数 。n -K 个 ， 之 间 至 多 有 7m-K+1I 个 空 段 〈 包 
括 第 一 个 ， 以 前 的 空 和 最 后 一 个 。 以 后 的 宝 ) DA BR r 


n-k+] 
个 空 的 方法 数 是 ( eI ER 法 ， 再 将 个 


k-1 
ORAR r 个 空 ， 使 之 都 填 满 ， 共 (，，，) 种 放 法 。 从 而 得 到 
(3) XX. 
r-kfBr, fà $j Kaplansky z|BE£( 1D: nay FCP Be 
k~ Yt £k ^ T OE 
n-k+] 
) (4) 


g,(n,k) =( ; 


在 k- PEC) th, EOM xy. 称 为 是 一 个 后 继 ， 如 玉 
xi 三 Xi +1, CDW AG 的 部 分 中 有 4-1 个 后 继 . 
REEDA r ao. KED ME daar W jk A s= 
aj+as++ar-r=k-r 个 后 继 。 将 r=K-sS 代 入 (3) A, 
得 到 Riordan 4z PR C 4:0: nite A s P JR AER k- xx BE I X 


AE 


MED 


k-l 
f,(n,k) = gx sn,k) =( 5 X k-s 


MF, nd: REAR ADHD HE. EHE RE R, nA 
r 部 分 的 k- REPEAT UAE 
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breast = , M i 


r r-i 
这 是 因为 ，n 的 有 fr 部 分 的 k- Ehh k CO fün-k 
A e ARDERE r 段 〇 并 标记 某 个 〇 或 .为 1 的 圆 形 排列 OR 
时 针 方 同 增 大 〉 一 一 对 应 。 我 们 来 确定 这 种 排列 的 个 数 。 图 
上 的 n~K 个 ， 恰 好 有 7 一 kk 个 空 ， 从 中 选取 ?个 空 的 方法 数 


gU ) (因为 (”) 种 -的 排 法 可 以 分 成 -天 个 组 ， 


- 
每 两 组 之 间 只 差 一 个 旋转 ) ,现在 将 k 个 〇 放 和 这 + 个 空中 ,人 
k 一 

之 都 起 满 ， 共 (，，) 种 放 法 。 再 对 每 一 个 由 〇 和 ,组 成 的 加 
形 排列 ， 依 次 标记 每 一 个 〇 或 ,为 1， 共 种 标 法 。 即 得 (5) 
A. 

=k k}, Hbf] Kaplansky 3/801], ?的 圆周 排列 无 相 
i Ac BU k- 选择 个 数 是 


hi. (n, k) eO - | (8) 


Tir-k-sAACOA, "WA s 个 后 继 的 圆 型 上 -选择 个 
T 
n (h-kq,k-1 
hy - s (7, k) = A, X S ). 


下 面 来 建立 一 个 递 推 公式 
ge(n,k) =9,(n-1,k) + 9,.,(n-2,k-D 
+g,(n—-1,k-1)-9,(-2,k-1), @ 
fx n RA or 部 分 的 k- 选择 ， 
O 不 含 n， 则 也 是 上 -1 的 怡 有 rr 部 分 的 jc 选择 ， 共 
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g;(i- b lo^, 

(Gi) & nf &n-1, WA; nj E n-2 ffe TH 1 部 
分 的 (KK - D-H, JE g, ,(1- 8S) k- Ds 

(iii) &nH&n-1, WA n én- 189 H.E &n - 119 
有 7 部 分 (K- D-E, SE gr (n- 1,k-1)-9,(n-2,k-)) 
个 。 因 为 gl-D 个 1-1 的 有 7 部 分 的 (K- 1- 选 择 
中 有 g,(n-2,k-DPRAN-V | 

£x EB COX. 

如 果 用 Riordan 的 记号 fon,k),(7) 式 是 [4jJ 中 的 引 理 。 

ib EZ ON CO SEDET 
gr nsk) 2g, (Q- L,k) + 93g, 0-1- Lk- D,2xr&k, 


j=l 
g,(n,k) =g9,("- 1k) * 1. 


(8) 
MER g (nk) =n-K+1。 利 用 数学 归纳 法 可 以 由 (8) 式 得 到 
(3) X. 
我 们 现在 来 确定 文章 开始 时 提 到 的 ga, Cm. CERE A 
的 行 数 ) 7 的 每 一 个 恰 有 7 部 分 的 -选择 都 产生 了 mm 个 
满足 文章 并 始 时 所 提 条 件 的 选 到 方法 ， 因 此 由 (3) 得 


k k k-}vyysn-k+] 
pam = Nets oso = Se (ECE, 
r=] ral u 


(9) - 
可 以 看 到 gs, ,CrO IEJE Pr KAR: 


(] 4 mx mx? + mx? + nc Fri 


=[]+(m- Dx] q —~x)~ Hoke) 
t-k+ 1 gk , 

_ » (CoE Nom - pts S ). 
i0 1 j-0 ] 
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&j=k-i, nij 六 的 系数 是 | | 
-k 
gs, y Cm) = Pn- »'(, "X ; “ly, C10) 
这 个 表达 式 也 可 以 由 (9) 式 得 到 ， 因 为 


Xe 77 
EGO, SC one 
Mec»! ( EC Ferte 


k-r 
-Soa (TENS. 


由 (7) 和 (9) 式 ， 我 们 得 到 递 推 公式 
Gns KC) = Ga-1, kM) + ga, k-1(m) 
+ (m — 1)g9n-.2, k-10). (11) 


由 于 9» «OD -( , ). 因此 m= 1 时 OD RA 
GO COGO 
Kaplansky 在 [2J,L3] 中 引入 的 数 An, x 是 我 们 这 里 的 
Qaa oy 1 + Bd ^) 
k ;n-k+i- -k 
-> (0X 
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与 Riordan 在 [5, 第 710 页 ] 中 给 出 的 一 致 。 下 面 用 E 来 Rn 
于 ”问题 。 记 在 : 列 上 的 王 的 所 在 行为 (GT， 由 于 ”个 于 两 
Wig AS fe] Fl], A HG 27 C1) ara), oe, CM) 1 2 
的 一 个 排列 。 又 由 n 个 王 两 两 不 能 相互 攻击 ， 所 以 又 有 
Ix(s+1) -Ax(Cs))1l, ss=1,2,,n-1,。 

我 们 用 (4,7) 来 表示 〔( 任 一 排列 中 〉 事 件 “ERE” (001,2, °° 
的 任意 一 个 排列 中 ) 。 对 应 于 nm 个 王 所 允许 的 位 置 的 排列 一 
定 是 除去 以 下 2n - 2 个 事件 CHER Q1 - 1) x 2 阵列 ) 的 排列 ， 


(1,2) (2,1) 
(2,3) (3,2) 
: . (12) 
(n — 1,7) (n,n—-1) 


显然 一 个 排列 不 可 能 同时 包含 (12) 中 同一 行 中 的 两 个 事件 ， 
且 若 同时 包含 (12)? 中 两 个 相 邻 行 中 的 两 个 事件 ， 则 它们 必定 
RA 列 中 。 因 此 (12) 中 选 上 个 (对 于 排列 》 相 容 事 件 的 方 
RR a In- DD. HETER HES UDA k ARA 情况 
f HE vB EQ — o1. WE, BARROS n H Prin- 
ciple of Inclusion and Exclusion) $$, “nial RM” HRE 


24 CO D*ga i, (2G - k)1, 
k-0 
其 中 98.1,9 (227 1, 


E * x M 


Cij Il. Kaplansky, Solution of the*probléme des ménages,” 
Bull. Amer. Math. Soc., 49(1943), 784—785. 
[21 ——,Symbolic solution of certain | oblems in permu- 
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tations, Bull. Amer.Math.Soc., 50(1944), 906—914. 
[$3 —, The asymptotic distribution of runs of consecu- 
tive elements, Ann. Math. Statist., 16 (1945), 200—203, 
r4] J. Riordan, Permutations without 3-sequences, Bull. 


Amer. Math. DOC., 51 (1945), 745-—148, 
[5] ——, A recurrence for permutations without rising or 
falling successions, Arn. Math. Statist., 36 (1965), 708 


-1il, 


(Qu A, AFRE) 
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Ae B® 


A.S. FRAENKEL 


1。 莘 介 


迷宫 是 一 个 围 起 来 的 〈 通 常 是 在 地 下 的 ) eh wal, 
这 些 胡 同 按 不 同方 式 相互 连通 。 可 用 一 个 有 限 的 连通 图 来 描 
述 任 蕊 一 个 迷宫 ， 图 中 的 边 代 表 胡 间 ， 顶 点 代表 胡 问 的 交 又 
AS FC AIR SE Ex. 今后， 我 们 将 不 加 区 别 地 使 用 “ 边 ” 和 和 
“天 问 ”,《“ 顶 扣 ” 和 “交叉 点 ”这 样 -- 些 术语 。 图 1 是 一 个 迷 
Ef T. ‘SHARIR ATES 2 中 给 册 ， 图 3 契 图 2 的 一 


图 1 图 2 


[r "-— 
T — 


(p Economic traversal of labyrinths, Mathematics Maga- 
zine, May-June (197005126— 130. 
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L.L_H_ Lb 


"a 
ru 3 


ARSED TREN -PAD EBD D, FEA 
儿 藏 着 财宝 或 一 个 人 身 牛 头 怪物 米 那 多 ， 正 等 着 希 及 神话 条 
的 英雄 Theseus KRE aX, Theseus 借助 于 重 绕 一 团 
Hy Ariadne Jf £c —3k gx m P yk E REO ，; 或 者 一 个 人 在 迷 
宫 中 迷路 后 ， 想 找到 一 个 出 口 ， 因 为 总 是 假定 游历 迷 富 的 人 
并 不 知道 迷 宣 的 构图 ， 特 别 是 不 知道 其 “中 心 ” 的 位 置 ， 通 
常 要 寻找 的 是 下 面 更 一 般 问 题 的 解 ， 从 任意 一 个 给 定 的 顶点 
开始 ， 游 历 图 中 的 每 条 边 ， 

存在 游历 了 一 个 迷宫 ， 而 且 经 过 了 每 条 边 的 一 些 算法 ， 
每 个 这 样 的 算法 都 附带 着 一 些 假设 ， 而 这 些 假设 是 关于 交 又 
所 的 一 些 可 利用 的 信息 ， 即 关于 已 走 过 的 路 径 的 信息 。 例 
如 ，Wiener 算 法 保证 每 条 边 至 少 被 走 过 两 次 ，Trémaux 和 
Tarry 的 算法 保证 每 条 边 恰 好 走 过 两 次 ， 即 按 边 的 每 个 方向 
各 走 过 一 次 ( 见 [2,3]) 。 只 要 代表 迷宫 的 图 是 一 棵 树 TE IN 
堵 走 右 转 弯 ” 的 规则 可 获得 同样 的 结果 ( 见 [11)。Trakhten- 
brot 还 考虑 过 不 连通 的 图 (迷宫 )( 见 [4]) .对 一 个 连通 图 的 特 
殊 情 况 ， 他 也 给 出 了 一 个 每 条 边 被 走 过 两 次 的 算法 。 他 认 
Ar “能 否 产生 比 我 们 已 有 的 算法 更 简单 的 算法 是 值得 怀疑 
的 ”。 

很 目 然 地 人 们 要 寻找 一 个 算法 ， 该 算法 允许 产生 一 个 每 
条 边 罕 少 走 过 一 次 ， 最 多 走 过 疯 次 的 游历 。 本 文 的 用 的 是 为 
了 系统 盖 述 和 证 明 解 决 一 般 迷宫 的 这 样 一 个 算法 的 有 效 性 ， 


$4 


( 


fu, BMRB Euler 图， 幸运 地 话 ， 可 得 出 每 条 
WREE 一 次 的 游历 ， 

由 于 我 们 的 算法 基于 Tarry Bi, WERE, RIIA 
从 证 明 Tarry 算 法 开始 ， 


2。Tarry 算 法 


Tarry 假设 ， 当 到 达 任 章 -一 个 交叉 点 时 ， 两 件 事情 是 
Han: (D 与 点 v 相关 联 的 ， 世 按 离开 "的 方向 已 经 未 过 
的 边 的 集合 (ii) 我们 首次 到 达 点 二 时 所 经 过 的 边 〈 称 其 为 
Am vmutAXD. 

在 这 些 假设 下 ，Tarry 算 法 是 这 样 的 ， 当 到 达 一 个 交叉 
点 v 上 时， 继续 沿 着 一 条 尚未 按 由 2 到 w 方向 走 过 的 边 (2 ) 
前 进 ， 但 是 ， 除 非 万 不 得 已 ， 不 要 选择 进入 边 。 

定理 1 ”假定 一 个 迷宫 按照 Tarry 算 法 从 一 个 起 始 顶 点 ve 
出 发 进行 游历 ， 则 这 个 游历 在 点 wm 终止 ， 且 每 条 边 将 正 好 被 
走 过 两 次 ， 即 按 边 的 每 个 方向 各 一 次 ， 

证 明 (i) 由 于 疼 是 存 限 的 ， 游 历 可 终止 。 换 句 话 说 ， 
会 到 尖 这 样 … 个 顶点 vv ， 使 每 一 条 关联 于 v 的 边 ， 按 离开 .v 
的 方向 都 被 走 过 。 很 明显 ， 图 中 的 边 没 有 按 每 个 方向 走 过 多 
T 一 次 的 。 如 果 v 考 v6， 进入 顶点 v 的 次 数 比 离开 它 的 次 数 多 
] ， 央 而 ， 存 在 一 条 关联 于 vv 的 边 ， 还 没有 按 离开 v 的 方向 
沿 该 边 走 过 v ， 这 是 矛盾 的 ， 因 而 v= w。 

Gi) 假定 游历 迷宫 相当 于 在 顶点 

Up, U| 3 Los ee dg (1) 
下， 按 这 个 顺序 的 一 个 走动 《 除 点 岂 外 ， 在 这 个 点 序列 中 可 
包含 重复 的 点 )， 游 历 的 结果 ， 所 有 关联 于 v6 的 边 按 离开 v6 的 
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方 问 被 走 过 一 次 ， 否 则 瘀 历 还 可 继续 。 因 而 ， 所 有 关联 于 
的 边 在 朝 问 wo 的 方向 也 被 走 过 -次 

现在 ， 我 们 证 明 相 同 的 情况 适用 于 序列 (1 中 的 所 有 其 
他 顶点 。 假 若 不 然 ， 设 wm 为 序列 ( 届 ) 中 不 是 所 有 与 它 相 关联 
的 边 都 被 走 过 的 第 一 个 顶点 ， 因为 在 点 vn 进入 和 离开 的 边 数 
必须 相同 ， 特 别 地 ， 存 在 一 条 与 vs KN, WEK KY 
3E ET 的 方 同 未 走 过 Une / 

FE gs Unde Un WAR, MA E A) P Yg 在 vr 之 
前 出 现 。 由 于 vs PORE, WO, DRM vs flv H3; IR] CL 
被 走 过 。 但 这 与 上 面 的 规则 相 和 矛盾 。 因 为 规则 说 明 仅 当 所 有 
其 他 可 能 性 消失 时 ， 进 入 边 才 能 被 用 做 出 口 ， 

Gii 剩 下 来 的 只 要 证 明 (1) 中 包含 了 图 中 的 所 有 T. 
设 刀 是 一 个 没有 被 走 过 的 顶点 。 由 于 图 是 连通 的 ， 存 在 一 条 
EE Fl w Hyg 

Un = Wa, Wy, Wa- Wy = WX, 

设 w; 为 这 条 路 中 不 包含 在 序列 (1) 中 的 第 一 个 顶点 ， 那 么 
wi 一 次 也 未 被 走 过 。 然 而 ，wi -1 是 在 (1) 中 ， 边 (wi 1 wi) 
被 走 过 。 这 一 矛盾 得 出 了 结果 。 


一 个 经 济 的 算法 


作出 如 下 假设 ， 到 达 一 顶点 2 时， 其 进入 边 、 先 前 已 走 
uA XT v 的 边 、 及 其 走 过 它 们 的 方向 均 为 已 知 。 另 外 ， 
游历 迷宫 的 人 有 一 个 计数 器 (例如 用 铅笔 和 纸 》， 

ioc) Ev ügffr, W5 v 关联 的 边 数 。 设 刀 为 初始 顶 
点 ， 不 失 一 般 性 ， 可 假定 POD =1. HOMER EX fh e 
况 ， 我 们 可 增加 一 条 通 向 迷宫 入 日 的 短 胡 辣 ， 这 个 胡 间 的 起 
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始 端 点 的 价 为 1， 

算法 ， 

COD Muy 开始 且 计 数 器 为 零 。 每 当 我 们 到 达 一 个 以 前 
未 走 过 的 顶点 时 ， 计 数 器 加 1. 

(2) 如 果 我 们 到 达 - 个 顶点 vv， 在 进入 该 点 之 前 ， 至 少 
有 一 条 关联 于 该 点 的 边 疝 未 走 过 ; 到 达 v 后 ， 最 多 仍 有 一 条 
这 样 的 边 ， 计 数 器 减 1， 

(32) 只 要 计数 器 是 正 的 , 可 根据 farry 算 法 指导 孵 历 。 但 
是 只 要 可 能 ， 最 好 使 用 一 条 以 前 从 未 走 过 的 边 ， 面 不 用 以 前 
已 经 走 过 的 边 。 

(4) 一 旦 计数 器 为 零 ， 沿 着 它们 的 进入 边 离 开 所 有 的 顶 

定理 2 游历 在 w 结束 ， 使 得 每 条 边 最 少 走 过 一 次 ， 且 
在 边 的 每 个 方向 上 最 多 走 过 一 次 ， 

例 1 考虑 图 4 给 出 的 用 图 表示 的 迷宫 ,其 项 点 已 用 数 
字 0 一 7 标号 ， 初 始 顶 点 标号 为 零 。 根 据 算 法 可 得 到 一 个 洲 
历 ， 它 所 经 过 的 顶点 序列 为 ， 

0,1,2,3,1,3,4,5,6,4,7,2,5,7,3, 
7,5,2,7,4,6,6,5,4,3,2,1,0, 
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读者 很 容易 验证 ， 节 后 一 次 出 现 的 顶点 6 代表 计数 器 为 零 的 
占 。 从 这 时 起 ， 旅 行 相当 于 沿 进 入 边 返 回 ， 在 图 4 太后 面 的 
图 中 ， 所 有 进入 边 用 粗 线 表 示 。 注 意 ， 这 个 游历 比 按 结 
Trémaux，Tarry 或 Trakhtenbrot 的 游历 仅 有 的 节省 是 在 顶 扩 
6 的 环 上 ， 只 走 过 一 次 ， 

例 2 对 同一 个 迷宫 的 , 与 算法 一 致 的 另外 一 个 走 法 ,可 
rH IT x 

0,1,2,5,0,6,4,5, 7,4, 3, 7,2, 3, 1,0 

给 出 〈 见 图 5 )。 可 见 ， 这 是 一 个 最 经 济 的 游历 ， 因 为 ,所 有 


与 偶 价 顶点 相关 联 的 边 仅 走 过 一 次 ， 只 有 连结 顶点 0 和 1 的 
边 〈0 和 1 是 奇 价 点 ) 走 过 两 次 ， 

定理 2 的 证 明 G) 首先 我 们 证 明 计 数 器 将 最 终 为 零 。 
RIDA, BAM M eR larry 算法 游历 迷宫 。 如 果 迷 宫 
HI TOL AD vo ULP ttt Vas, 个 单位 加 进 了 计数 器 ， 且 在 HG 
过 程 中 又 减 去 7 个 单位 ， 这 样 计数 器 明 终 为 零 。 

Gi) 其 次 ， 我 们 证 明 当 计数 器 为 零 时 ， 所 有 边 至 少 被 走 
过 了 一 次 。 如 果 需 要 ， 可 重新 命名 项 点， 我 们 假定 在 走 过 了 
GUA Vote. 后 ， 计 数 器 首次 变 为 堆 。 显 然 ， 与 点 上 
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(Q1: 关联 的 所 有 边 -一 定 已 经 走 过 。 换 言 之 ,不 存在 这 
FERTIL, ‘SAAR IAB ow ae. ize iA 
一 次 也 未 走 过 的 顶点 ， 人 存在 一 条 连接 re ST WET Y eR vo 
Woy Wy, Ug ir wm= Wo Ew, 为 该 序列 中 术 被 走 过 的 弟 一 
个 顶点 ， 那 么 wi -1 URE, WEE GU. XU (Www) 被 
走 过 ， 这 是 一 个 了 矛盾。 

Gil) 在 边 的 每 个 方向 上 走 过 不 会 超过 一 次 。 这 对 计数 
器 为 正 数 的 游历 部 分 是 明显 的 ， 因 为 这 一 部 分 足 按 Tarry 算 
法 游历 的 子 集 。 剩 下 来 的 只 要 证 明 ， 如 果 忆 是 到 达 那 上 几时 计 
数 器 为 乱 的 交叉 点 ， 游 历 的 其 余部 分 亦 符 台 结论 。 用 归纳 法 
WEB], pq Tarry 算法 , P BE ACA POR TRUE PHAM EX: 
而 现在 我 们 可 这 样 做 了 。 假 定 在 游历 过 程 中 ， 我 们 沿 点 9 的 
HAW) 离开 9， 在 这 之 前 ， 该 边 按 9 到 的 方向 还 未 
未 过 。 如 果 这 是 我 们 第 一 次 访问 7 Hil EX, Tarry & 
法 保证 7? 的 进入 边 尚 术 被 用 作 - -个 出 三 。 假 设 在 计数 器 变 为 
党 后 ， 我 们 也 经 访问 过 7 。 拖 么 存在 一 条 进入 边 的 回路 

P= Wg,1U, Wm Wm = Wy, 
假定 wi 为 具有 下 计数 的 游历 期 间 被 进入 的 那些 点 中 的 第 一 
^a. 3952 253 O0; wii 进入 wii 这 意味 着 wii- EE 
之 前 就 被 进入 了， 产生 矛盾 。 

Gv) 计数 器 为 零 后 ， 每 走 过 一 条 边 必 把 我 们 带 到 一 个 
新 的 顶点 。 由 于 网 是 有 限 的 ， 我 们 一 定 会 回 到 v。。 这 就 完 
了 证 明 ， 

下 看 的 附注 很 容易 蛤 证， 其 证 明 从 赂 。 

d) 如 果 探 索 迷 宣 的 目标 是 寻找 财宝 或 怪物 米 那 多 ， 只 
要 目标 一 找到 ， 就 可 放 Jp Tarry 算法 ， 马 上 开始 按 走 过 的 进 
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入 边 折 问 。 这 通常 会 较 快 地 返回 到 入 口 ， 

(2) 如 果 使 用 一 个 计数 器 ， 当 计数 器 记录 增加 一 个 单位 
时 ， 在 原 数 字 上 打 叉 而 不 控 掉 它 。 最 终 打 又 数 的 数目 与 迷 富 
HARA (Ait w， 但 计 所 在 其 他 交叉 点 且 包 括 死 表 同 的 终 
点 ) 相同 。 | 

(3) MR awd, LLARA, BEEN 
的 序列 5 wide PK, REHAR RAE, KMTAEZLS 
知道 他 在 到 达 入 口 之 前 还 必须 走 过 的 边 数 N。 数 NN 可 按 如 下 
办 法 从 5 中 得 知 : Bee, 为 计数 器 变 为 零 的 顶点 ! Be; BS 
中 vi 第 一 次 出 现时 紧 挨 在 vi 之 前 的 顶 Aso, ESPs 
一 次 出 现时 紧 挨 在 v 之 前 的 顶点 ,如 此 等 等 。 那 么 序 列 ve， 
U jat , *** y Ug 代表 返回 的 游历 路 线 ， 这 个 序列 中 的 T8 点 个 数 
为 N +1， 

在 第 一 次 游历 后 ， 序 列 S 也 可 使 人 们 画 出 迷宫 的 一 个 完 
整 的 构图 ， 

例 5 考虑 图 4 代表 的 迷宫 及 在 这 个 图 中 用 例 1 给 出 的 
序列 S 所 示 的 游历 。 计 数 器 在 此 序列 中 最 后 出 现 6 时 变 为 
每 。 紧 挨 丰 第 一 次 出 现 的 6 之 前 的 数 为 5， 序 列 6,，5,4， 
3,2,1,0 代表 了 这 个 完整 的 返回 路 线 ， 于 是 N = 6， 

例 4 同 -迷宫 的 符合 算法 的 另 一 种 走 法 ， 在 图 6 中 由 
序列 S ; 
0,1,2,5,6,6,4,3,1,3,2,7,5,4,7, 
3,4,6,5,2,1,0 
所 示 。 

由 了 到 达 3 时 计数 器 变 为 零 。 内 而 返回 路 线 由 序列 3，4， 
6,5,2;1,0 给 出 ， 基 N=6。 
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S 的 记录 有 时 甚至 允许 我 们 缩短 从 计数 器 变 为 零 的 顶 辟 
HERAK, EA AP, RERI- -条 不 是 它 的 进入 
边 的 边 离开 顶点 3 ， 我 们 会 到 达 顶 点 7,2 或 1。 从 这 eps 
的 返回 路 线 分 别 仅 含 3,2 或 1 条 边 。 这 样 ， 从 3 返回 到 起 点 
的 路 径 分 别 仪 包含 4, 3 或 2 BW, 

如 果 除 了 计数 交叉 点 和 记录 走 过 它 们 的 序列 之 外 ， 还 沿 
迷宫 的 走廊 标记 边 一 一 化 走廊 的 两 端 洽 有 一 记号 一 一 这 可 得 
到 额外 的 好 处 。 例 如 ， 可 在 计数 器 为 零 之 后 寻求 返回 起 点 的 
最 短路 径 ， 仅 仅 借助 于 序列 S 可 找 出 一 条 这 样 的 路 稚 。 走 记 
上 下 的 记号 可 帮助 实现 这 一 计划 。 在 例 4 中， 可 使 旅行 者 从 计 
数 器 变 成 零 的 顶点 3 ， 通 过 点 1 直接 到 点 0， 

边 的 标记 也 可 使 我 们 在 以 后 按 最 经 济 的 路 线 游历 术 官 。 
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Euclid 游 戏 的 性 质 ? 


E.L.Spitznagel, Jr. 


1. Sle 


在 最 近 发 表 的 -篇 文 章 ([3]) 中 ，Cojle 及 David 描述 了 
-PÆ T Euclid 算法 进行 的 很 有 意思 的 小 游戏 ， 并 恰 如 其 
By Hel ZA Euclid 的 名 字 。 他 们 指 Hj, Euclid 不 仅 提 供 了 了 
游戏 的 一 个 简单 例子 ， 而 且 清 晰 地 阐述 了 谋 驻 策略 。 在 [3 
中 ， 作 者 主要 是 解释 谋 胜 策略 ， 没 有 谈 及 Euclid € 略 的 其 
他 任何 一 点 令 人 感 兴 趣 的 特性 。 本 文 试 图 在 这 方面 作 一 些 说 
HA 

为 完整 电网 ,我 们 先 简要 地 叙述 一 下 游戏 及 其 谋 胜 策略 ， 
然后 再 讨论 其 他 的 一 - 些 性 质 ， 


2. FRU FN RE 


我 们 按照 [3 解释 Euclid 的 规则 ， 设 (p,4)》 是 一 对 正 整 
数 ，p>>4， 并 设 4 和 也 是 两 个 游戏 者 游戏 是 这 样 进行 的 ， 
每 个 人 每 次 必须 走 一 着 ， 就 是 在 给 他 的 两 个 数 中 ， 用 大 数 减 
去 小 数 的 某 个 于 整数 倍 得 到 一 个 新 的 非 负 整数 ， 并 用 它 代替 
原先 的 大 数 。 谁 能 得 到 0 作为 新 的 小 数 ， 谁 就 获胜 。 例 如 ， 


Tr r — — 


(D Properties of a game based on Euclid’s algorithm, 
Math, Magazine, Mar.-Apr.(1973), 87—92, 
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最 先 给 定 的 一 对 数 是 〈51,30)。 则 游戏 可 能 如 下 进行 


(51,30) 或 者 (51,30) 
A: (30,21) A: (30,21) 
Bi (21,9) Bi (21,9) 
A: (9,3) A: (12,9) 
B: (3,0) B: (9,3) 
B 获胜 ， A: (3,0) 
A RE. 
这 种 游戏 的 谋 星 策略 可 以 概括 如 下 ， 
定义 4 


c=(w5 —1)/2=0.618 

GX EXEC 453 3D. JEWED 4, (0,20) Æ FE Euclid 游 戏 过 
程 中 出 现 的 一 对 数 。 如 果 4/p>>c， 则 称 (0,0 是 安全 位 置 ， 
AS WBRZ Ay fee br R. | 

命题 1 处 在 危险 位 置 的 游戏 者 下 一 步 总 能 走 到 安全 位 
Be 

命题 2 HELRSMAVRRE RS —ROEIO ,这 种 
走 鞭 的 结果 永远 是 到 达 人 危险 位 置 ， 

这 两 个 命题 的 证 明 作 为 习题 。 

综合 上 面 两 个 命题 可 以 看 到 ， 一 旦 游戏 者 4 处 在 某 个 危 
险 位 置 上 并 轮 到 他 走 ， 则 他 可 以 确信 ， 以 后 的 每 一 步 ， 他 
总 能 走 到 安全 位 置 上 ， 相 反 地 ， 另 一 个 游戏 者 中， 每 次 都 只 
能 被 追 走 到 和 危险 位 置 上 去 。 因 为 在 游戏 过 程 中 ， 大 数 DEP 
格 递减 的 ， 又 因为 在 游戏 开始 时 p 尖 4， 所 以 在 游戏 的 某 一 步 


一 


(D 这 时 29>? 僵 9， 因此 只 能 走 到 〈9，2-9)。 


--—- 
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上 必 到 达 这 样 的 危险 位 置 ， 

(kg,qg®, (1) 
其 中 的 上 1 是 个 整数 。 因 此 ， 六 戏 者 4 想 获 胜 的 谋略 是 :每 
A EI ARDLERL. ABS BoEslfelzbzí d), B PSU 
一 步 ，4 就 能 得 到 0 从 而 获胜 ， 


5、 不 用 黄金 分 割 的 谋 胜 策 了 略 


如 果 一 个 人 和 根本 不 知道 什么 是 黄金 分 割 ， 那 么 能 不 能 教 
Ahem Ve EA EHER. XPURXETE— BRO. 
可 得 到 下 面 的 结论 ， | 

命题 3 设 p>24 且 P/q 不 是 整数 。 假 定 轮 到 4 走 , 则 他 
SP EXEAT RD ia. (ARAN EE, RA — Ph 
HEA ARS i. Aik pe kev 除 以 9 得 到 的 余数 ， 令 
pi=po+9qg， 则 安全 位 置 是 数 对 


(01,0) 和 (9,po) 


中 ， 第 2 项 与 第 1 项 之 比较 大 的 那个 数 对 。 

证 明 ”因为 49/p<<1/2<c， 所 以 4 准备 离开 的 BES 
险 位 置 。 几 命题 1 ， 下 一 步 ，4 总 能 走 到 安全 位 置 上 去 。 A 
能 走 到 的 位 置 是 


(Pis9), (9,po) 
及 所 有 形式 为 


(po +kq,q), po + kq« p, k= 2,3,%, 
HEAD. Xp RSQ, 9/ (pe +kq) <q/kg=t/k<e, Bg 此, 梧 
能 的 安全 位 置 只 剩 下 (pqg) 和 Cp). 已 知 其 中 必 有 一 -个 


Seles orm umm et nr 


re 


D 车 当 4 盖 1 时 一 直 不 出 现 这 样 的 位 时， 则 最 终 必 有 9 = 1A Se to. 
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是 安全 的 。， 下 身 证 明 不 可 能 二 者 均 安 人 全。 不妨 EO. 是 
安全 的 ， 则 po/4—c, fH E 


Hl a/pi<c, Milt (054) fake ica. At. Æ Pig) 和 
(Gp) 中 有 用 只有-- 个 是 安全 位 置 ， 也 就 是 说 ， 在 两 对 数 
中 ， 有 县 具有 -对 数 , 它 的 后 项 与 前 项 的 比值 大 于 。 于 是 ， 
只 要 判断 出 哪 对 数 中 ， 后 项 与 前 项 的 比值 大 ， 它 就 必定 是 安 
4h. 

命题 3 得 证 ， 

在 Euclid 游戏 中 ， 只 有 处 在 以 下 两 种 类 型 的 位 置 (p,9) 
时 ， 游 戏 者 才 有 可 能 有 两 种 以 上 的 走 法 供 选 择 : 

(D p/4 之 2 是 一 个 整数 ， 

(2) p>2q 但 p/q AE $. 
( 想 一 想 ， 为 什么 ? ) 而 后 者 正 是 命题 3 中 的 假定 。 

因此 ， 如 果 不 用 到 黄金 分 割 c ， 则 谍 胜 的 策略 可 叙述 如 
下 ， 如 果 下 一 步 的 走 法 有 两 种 以 上 的 可 能 性 ， 别 

G) 如 果 p/9 是 整数 ， 就 可 得 到 0 而 获胜 ， 

Gi) 如 果 p/q n AE, WHR 

Po = PIRLA @ 所 得 余数 


( P: = Pot q, 
RREH Oo) 5 (oP) 中 后 项 与 前 项 之 比较 大 的 那个 
位 置 上 去 。 | | 

其 实 , 也 几 林 着 先 计 算 比 值 然后 再 挑选 。 如 JE pup, 
Wl g/Pi>Po/4s 从 而 PD 是 安全 位 X, GM (9q,po) 是 
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及 


EMA. ied, Eti CTO, 1D. Wa AR pad K 
p,-15. BI À4*15«11*,. PREA P- PE 到 (15,11) 而 不 
fe (11,4). 


4. 5 Fibonacci 级 数 的 联系 


AU, RIEA KiB Euclid 游戏 的 ERE ERA. AR 
讨论 游戏 中 可 能 发 生 的 这 样 的 情形 ， 两 个 游戏 首都 不 知道 谋 
柏 策 略 ， 别 且 他 们 走 的 每 一 步 强 是 被 迫 的 “过 看 ”， 有 时 ， Hr 
处 的 位 置 (p,9) 满 是 不 等 式 9 二 bp 三 29， 人 队 市 洲 有 选择 余地 ， 
JHE AEB A (Gp. 

oR, Ma WANT ae BARA DER mD 满足 不 等 式 p 之 
29 时 ， 这 赃 的 一 串 走 法 束 终 结 了 。 在 这 样 的 一 对 数 在 整个 
游戏 过 程 中 只 出 现 -次 的 情形 ， 则 它 必 出 现在 游戏 的 末尾 且 
形式 是 (1)， 从 而 下 一 个 游戏 者 得 到 0 而 获胜 。 将 媳 戏 过 程 
中 出 现 的 所 有 有 译 对 中 的 每 一 个 数 〈 去 掉 重 复 ) 依 相 反方 回 
排列 ， 则 得 到 数列 

q ,kq, (k^ 93, (NR = Da, (3k + 2)q, (5k 309, 7 
jx JE Fibonacci 数列 的 9 (if, Fibonacci Hr Fi] 在 acid 游戏 
中 出 现 ， 本 不 应 该 感到 惊奇 ， 因 为 它 与 Euclid 算法 (4D 
及 黄金 分 割 GC1L5000 mE AE 3mm. 

现在 假设 这 一 连 串 的 “ 通 着 ”停止 在 位 置 (2), 
p,:22q. 人 不 一 定 取 形式 CD. 按照 游戏 进程 的 反方 同 授 加 ， 
ree Fibonacci 数列 。 设 在 (Po, 40) LE ! 步 上 
的 数 对 是 (Pp; ,9;)， 则 有 递归 表达 式 

CPi) = (Di. * Qi io Pisa. (2) 
Hike MRNA PH, ELORUPA RAN A 
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关连 分 数 的 渐 近 分 数 的 结果 〈[2],[5],L73)。 

定理 BE (95490, dx (054,2 由 递归 关 x (2) 定 
X, Wifi 

CG) gok/ps fe KB REUS Br, K—0,1,2, 5 

(ii) gskyi/pskyl 是 天 的 单调 递减 图 数 ,天 = 0,1,2, n. 

证 明 由 (2) f 

O41 Pim Pigi =P Mind 91-19 ~ (Pp, 94D. 

= — (4;Pi-1 -Pi4i-1). 

重复 这 一 结果 ! 次 得 


Qi, AP; Pigi = C D'CXspo- P4199). (3) 
记 4=9qipo- P19. HA (3) 式 得 
d , 1 _— ~ _ i 
Pinn i ( D Pi.iDi - 
Give Pis. - inig 
Pise Pirin (- D Pis2Pir1” 
从 而 得 
dica di A l l ) 
-2 tf a _ . 
Di.o Pi (-D PiP pir2piri 


因 Pila Pi Bru. 
1 1 
Pi+iPi "CCP 

又 因为 po 之 29 所 以 
d = qp, — Pigo = Do — (Po * d920o 
会 2pogo — Pogo ~ do = do(Do — 49) 
0. 

Eb, X: EBS IA 
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dica. 44 
Divo’ Di? 

EIER, MNS SRE, 

XE BR UE. 

TE, PBR LR HTAR — P OBB”, RNA 
有 如 下 的 看 法 :如 果 一 且 在 游戏 者 4 面前 的 两 个 数 o,a) 
满足 不 等 式 9/p 达 ec， 则 他 可 以 发 现 ， 在 以 后 的 洲 戏 进程 中 ， 
摆 在 他 面前 的 两 个 数 之 比 (2/0). 会 逐渐 减 小 , 直至 最 后 给 他 
的 一 对 数 之 比 委 17/2 〈 见 定理 ?， 因 而 使 他 可 以 作出 一 种 如 何 
走 法 的 判断 。 如 果 游 戏 埋 4 总 是 根据 这 个 策略 来 作出 他 的 判 
断 ， 则 游戏 者 互 就 会 发 现 和 已 完 完 全 全 地 陷入 了 对 方 的 圈 
E. RE, EA OBR” HLH, BRA: A 
区 给 他 的 两 个 数 之 比 9/p 稳步 地 上 升 到 1， 但 同时 他 被 迫 交 
给 对 方 的 两 个 数 之 比 a/p Afata ^ E S EE 1/27 ND. 28 
后 ，A 串 以 选择 这 样 的 一步 走 法 一 一 它 可 能 使 得 交 给 B 的 两 
个 数 之 比 (49/P 小 于 他 上 次 交 给 B 的 两 个 数 之 比 ， 但 这 一 定 
又 站 即 开始 了 新 的 一 昌 “ 通 看 ”。 昌 又 一 次 发 现 , 当 这 下 一 轮 
“ 遂 大 ”开始 后 ， 交 给 他 的 两 个 数 之 比 a/p BRA ER REY 2j 
jm, HAWA 1 。 因 此 他 永 不 可 能 有 获胜 的 机 会 ， 

Hy Nim E Hlk, Euclid 洲 戏 的 谋 胜 策略 太 不 隐蔽 
T. £ Nim 游戏 中 ， 在 游戏 进程 的 每 一 步 上 《当然 ,最 后 一 
步 队 外)， 按 照 谨 几 策略 走 步 的 游戏 者 的 对 手 ， 都 有 不 止 一 
Age nl ee, PA ie A BA AY EK Pi RS RM, 
ifj fe Euclid 游戏 中 ， 按 照 谋 胜 策略 走 步 的 游戏 者 的 对 手 ， 很 

d i. xx— “RE RART. 

图 参见 本 从 书 的 第 一 船 《 等 周 间 题 和 夫妇 入 座 问题 》， 
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容 努 看 让， 他 走 的 每 一 步 都 是 不 由 自主 的 ， 因 而 也 许 就 会 猜 
出 什么 是 谋 胜 的 策略 ， 


5. 出 发 点 是 危险 位 置 的 概率 


至 此 ， 我 们 已 解释 了 Euclid Hx Pike SER. — i 
自然 的 问题 是 ,任意 选取 … 个 位 置 作为 出 发 点 ， 它 是 危险 位 
ERAS A? 

首先 ， 我 们 给 出 这 一 问题 的 一 种 合理 解释 : IS A) 
于 或 等 于 革 个 正 整数 ?的 开 整 数组 成 的 集合 ， 表 示 位 置 的 册 
个 数 都 选 自 集合 S， 其 中 第 -一 个 数 x 的 选 下 是 随意 的 ，S 中 
的 每 一个 元 素 被 选 到 的 可 能 性 是 相同 的 ,但 第 一 个 数 的 选取 ， 
对 于 集合 S ~ {x} 中 的 每 一 个 元 素 并 不 都 是 等 可 能 的 ， 记 被 
选 出 的 两 个 数 分 别 为 P 和 9 EP 4. 

根据 上 述 解 释 ， 由 经 典 的 概率 理论 ( 见 [6j)， 可 以 泪 册 
q 是 从 集合 {1,2,…,p — 1} 中 随机 选取 的 ,其 中 的 每 一 个 数 被 
选取 的 可 能 性 都 相等 。 给 定 了， 我 们 有 

P(q/p<e) =P(q<cp)=[Lep]/(p- D, 
其 中 [。] 表 示 取 整数 部 分 。 如 果 PRA, WI bik RAR HE 
近 c 。 因 此 对 大 数 n ， 随 机 选 到 的 出 发 位 置 是 危险 位 置 的 概 
率 近 似 等 于 c。 这 就 是 说 ， 在 Euclid 游戏 中 ， 先 走 的 人 , B 
游戏 者 A ， 能 按 谋 胜 策略 前 进 的 可 能 性 比较 大 。 
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炮 BR 问 题 " 


Bill Sands 


如 果 把 一 些 2 x 1 的 骨牌 放 在 一 个 mxn 板 上 (每 一 个 骨牌 
恰好 覆盖 板 上 的 两 个 方块 ;， 直 到 没有 更 多 的 上 骨 牌 能 被 容纳 
为 止 。 这 样 ， 就 可 能 有 若干 个 1 x 1 的 方块 是 空 的 @@， 我 们 称 


之 为 “ 洞 ”. 

WAL 
DA 717 
287787 
A EZ 
CA ZA 


m 1 


在 上 面 的 例子 ( 见 图 LH, REIES x 6399 3X T 104 
骨牌 且 留 下 了 10 个 润 。 一 个 很 自然 的 问题 是 对 于 可 能 留 下 的 
洞 的 数目 找 一 个 下 界 。 因 为 这 个 辣 题 在 城堡 的 建筑 中 有 明显 
的 实际 应 用 ， 作 者 称 它 为 “ 炮 眼 问题 ”。 我 们 将 证 明 下 面 的 
命题 ， 


wa 


(D The gunport problem, Math. Magazine, Sept.-Oct. 
(1971), 193—196, 
Q 按 放 骨牌 的 要 求 ， 不 可 能 有 1 x 2 或 2x 1 的 方块 基 空 前。 一 一 详 注 
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命题 对 于 mm,n>>1， 洞 的 数目 过 骨牌 的 数目 。 

我 们 将 首先 处 理 两 种 特殊 情况 。 

(OD f uml, WS ub n=1Cmod 3) 命 题 可 能 不 成 
AL, Wet n 三 0 或 2C(mod 3) gri S£, n 10mod 3) 时 命题 不 
成 立 是 由 于 可 以 使 河和 骨牌 交错 出 现 南 使 板 的 两 端 是 渔 。 这 
样 洞 比 骨 牌 的 数目 多 1. 


EEE EE 


(2) 假设 m=2( 见 图 2)， 可 以 用 下 面 的 方法 证 明 命 题 
对 所 有 的 都 成 立 : 考虑 所 有 竖 直 放置 的 骨牌 ， 它 们 将 板 分 
成 一 些 可 分 别 考 虑 的 xt, 的 较 小 的 板 。 这 样 我 们 只 需 对 上 骨 
牌 都 是 水 平 放 究 的 板 来 证 明 命 题 即 可 。 考 谍 如 图 3 中 所 示 形 


i et Ani R m DA O 
CUL -—E3-t-b-4-d-- ” 


m c 


~N 


成 一 个 闭环 的 洞 和 骨牌 。 我 们 看 到 润 最 多 的 情况 是 洞 与 骨牌 
交错 。 因 此 词 的 数目 所 骨牌 的 数目 。 
这 梓 只 需 讨 论 ” 三 3， 闫 位 3 的 情况 . 
我 们 将 下 列 类 型 的 洞 和 人 骨牌 标号 (参见 图 4 )。 
73 


ifi 

1 型 一 一 在 角 上 。 

2 型 一 一 在 边 上 但 不 是 工 型 。 
上 骨牌: 

4 型 一 一 在 角 上 。 


B 型 一 一 短 边 在 边 上 但 不 是 A 型 ， 

C 型 一 一 长 边 在 边 上 但 不 是 A 型 ， 
我 们 用 hk; 表示 1 型 洞 的 数目 ，! = 1,2， 而 用 dj 表示 BOS 
牌 的 数目 ，; = 4,B,C。 设 洞 的 总 数 是 请 ， 骨 牌 的 总 数 是 4。 
于 是 内 调 的 数目 -h-h,—h., MARA E 4-d4- ds 
- do, AI HEWEBIA 4. Abe RR A lel BOSE CH , DOR 
RA, RHE, MODES EH SREY TE 
He | 

由 骨牌 的 放 法 知 下 面 的 结论 是 显然 的 ， 

(a) 每 个 1 SRA AT AACE h. 

(b) 每 个 2 WRA 3 TERRAE I M. 

(c) 每 个 内 洞 有 47-7 PAVE TOR. 
于 是 (CH,D) 村 的 数目 恰好 是 

ACh — hi - hy) + 3h, + 2h, = 44 — 2h, — hg 
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mi» Ji, 
(a) 他 个 4 型 骨牌 至 多 有 ?2 个 洞 ER ih. 
us Be BT ESA 3 ile ELAR. 
(€) 每 个 C 型 骨牌 全 多 有 3 个 洞 与 它 接触 。 
(d ve HR EG4Tdg vm. 
ba CH, DONIS Be A ay BE XC H AE 
4(d—d,-dgy—- do) * 3d, * 3dg * 2d, 
-4d—92d,- dg - dec, 


uA 


er 


这 样 我 们 有 
4h — 2h, - h,« 4d - 9d, — dg — de, 
或 者 
fh+2d,t+d,+do<4d+2n, +h, (J) 
因为 沿 着 板 边 的 洞 到 多 可 月 是 与 骨牌 交错 出 现 ， 所 以 ， 我 们 
AE LE BUS B9 34 09 S HE ie LARA, B 
h, 0h <d; e dg v de, 
于 是 从 (CD 我 们 有 
Ah+d,<4d+h,, (2) 
由 于 显然 有 da +h =4, FRA 
Qh+d,<9d+2, 
这 样 如 果 da = 2,34, KGB Ad, 
MAd,=1, Wicd, KENA h Hd 是 整数 。 最 后 讨 
沦 44 = 0 的 情形 ， 即 每 个 角 上 有 一 个 铀 。 这 时 有 
上 人 二 
我 们 来 证 明 这 里 等 号 不 能 成 证 ， 且 必 有 4 夺 4。 假定 4= dei, 


则 上 下面 所 有 的 不 等 式 变 为 等 式 。、 特 别 地 (2) 和 (1) 变 成 等 式 。 
因此 每 个 骨牌 都 必须 有 最 大 数目 的 铜 与 它 接触 。 我 们 来 考 感 
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板 的 一 个 角 。 由 于 假定 每 个 角 上 有 一 个 洞 ， 所 以 具 可 能 有 两 
MRA STALE, ant 5 所 示 ， 


(b) 


读者 可 以 检验 ， 由 每 个 骨牌 必 有 最 大 数目 的 润 与 它 接触 
的 假定 ， 从 图 5 的 (a) 和 (了 ) 分 别 唯 一 地 产生 下 面 的 重复 的 图 
和 案 ， 即 图 6(a) 和 图 6(b)。 


(a) (b) 
EI E 6 


在 图 6(a) 中 ， 在 板 的 右上 角 不 可 能 有 洞 ， 

EGC), RAK ATEN SHE AIX AP SUR. 
这 就 证 明了 h=d+1 不 可 能 成 立 。 这 样 对 44 的 所 有 值 h<4 H 
dir B XP. 

注意 ， 若 nukmjikshofde, Nie E] RESTA A 
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的 数目 ， 考 察 上 面 的 图 6(a) 易 见 这 是 显然 的 。 否 则 当然 润 的 
妆 目 将 总 是 小 于 骨牌 的 数目 。 当 min(m ,ms 扫 7 或 由 ,0 < 委 9 时 ， 
能 够 找到 例子 使 其 达到 最 大 可 能 的 洞 的 数目 中 。 作 者 至 今 没 
有 能 找到 这 样 一 个 有 具体 例子 的 最 小 板 是 8x10 板 。 已 经 证 明 
它 可 能 含有 的 洞 的 最 大 数目 是 26 个 (具有 27 个 骨牌 )， 可 是 至 
今 所 找到 的 最 好 的 例子 是 有 24 个 洞 ，28 个 骨牌 。 


EA. B, WO MED 


W 注意 “最 大 可 能 ”的 洞 的 数目 不 一 定 就 是 和 骨牌 数 相 等， 可 以 小 于 
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无 处 不 在 的 3:4:5 三 角形 
L.Bankoff, C.W.Trigg 
在 研究 与 正方 形 连 结 在 一 起 的 并 类 和 加 之 间 的 关系 时 ， 


我 们 对 经 常 不 期 而 至 的 3:4:5 三 角形 感到 好 奇 ， 其 中 的 一 些 
展示 在 图 工 的 正方 形 中 。 古 代 Pythagoras 学 派 为 乙 感到 有 欣 癌 ， 


图 1 
因为 这 给 他 们 的 数 的 神秘 主义 提供 了 明显 的 佐证 。 其 实 一 点 


(D The Ubiquitous 34445 Triangle, Math. Magazine, Mar.- 
Apr. (1974), 61—70. 


18 


也 不 神秘 ， 我 们 已 经 看 到 和 找到 了 下 述 的 产后 3:4:5 三 角形 
的 其 些 构 型 。 但 是 ， 仍 有 许多 这 种 三 角形 是 在 扳 立 的 情形 中 
出 现 的 。 


1。 线 性 网 格 


图 1(a) 是 图 2 开始 时 的 样子 -一 一 个 正方 形 4BCP， 
DC 边 上 有 一 个 半圆 (F)， 它 的 切线 AG 的 延长 线 父 BC 于 H.， 
CHRD, Awe, Fl MM BAe 
们 的 圆心 字母 放 在 括号 里 表示 。) 为 计算 简便 ， 正 方形 边 长 - 
取 力 24， 因 此 DF =FC=FG=12. 
连结 AB 的 中 点 及 CD 的 中 点 已 ， 分 别 效 半圆 (和 下) 及 


AH YF Qfüa K SECSFGIRE KXACB FJ ASAHME HE. 
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线 HG = HC, 切 线 AG = AD- 24, HAZ AB FHG 与 直角 三 
角形 FHC 例 等， 直角 三 角形 FAG 也 全 等 于 直角 三 角形 FAD， 
Bs eux FASTIFH 分 别 平分 LGFC R<GFD. 于 是 八 AFH 
是 直角 三 角形 ，HG = (FG)?/AG = 02)??/2426 - HC, 

因此 有 : HB=18, AH=30, AK=15, KG=9=KE, 
FK 15&QOK-3., BAAFGK“AIGH, PRULAHI = 10, 
JB=8, GJ=8, FJ=20RCJ=16. DJASFE TH, 因此 FI = 
8, 10=4, 

Fi, AFC], AHGJ, AFGK, AAKETRIAABHGE 
1(a)) 都 是 3:4:5 三 角形 。 

还 可 注意 到 ， 正 方形 的 边 长 也 被 分 成 长 度 比 为 4:5:3 的 3 
BE. 

过 点 G 作 BC 的 平行 线 交 FC 于 P。 由 于 入 FCJ 与 AAFPG 
AM. BIEAFPG 也 是 3:4:5 三 角形 ， 

过 点 1 作 AB 的 平行 线 交 DA 于 M， 得 到 边 长 分 别 是 12 和 
16 的 和 矩形 IMAE。 从 而 可 得 ， 人 EMI 和 八 AIE 那 是 3:4:5 三 
角形 日 MB =20= AI. 

显然 ， 这 一 网 格 可 以 加 细 从 而 得 到 任意 多 个 3:4:5 三 角 
形 ， 只 要 去 作 那 些 已 经 确定 的 边 的 平行 线 或 Æ 直线 (图 2 中 
箭头 所 示 ) 就 可 以 了 。 或 者 ， 将 图 形 关 于 EF 反射 也 可 得 更 
多 的 这 种 三 角形 。 


2. 相关 的 圆 网 格 


”在 图 3 的 图 网 格 中 ， 基 本 的 点 如 图 2 一 样 。 其 中 1/4 贺 
CA), (B), (DEBRE 半圆 (E),(CF) 的 半径 都 是 12; 
半圆 CM) 的 半径 是 8， 半圆 (CH) 的 半径 是 6; «BINGO, CORS 
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半径 是 4。 在 前 一 节 中 得 到 的 长 度 和 角 在 下 面 要 用 到 ， 


因为 DA = AG = AB =24， 所 以 G 是 圆 (4) 与 (F) 的 交点 
(图 1(b))， 八 FPG 是 3:4:5 三 角形 。 

因为 HG = HC=6，AHJ_FJ， 所 以 圆 (4) 和 (CH) 4A 
(H1), AAHB 是 3:4:5 三 角形 ， / 

A, ARIG= RHR. KE=KC, AmA JO SABADE 
与 网 (4) 相 切 ， 由 对 称 性 ， 也 与 图 (8) 相 切 ( 见 图 100). 
AAKkE 及 APFCj 者 是 3:4:5 三 角形 

Bj ME=20=8+12, RUT) RICE) A). TS = 
IM-SM=12-8=4-=10, IR=AR- AI =24-20=4, RB 
Wd CD 5 CMD.€CAO CD CRG BHD Cite), (DD. 
AEMIAIAALE 部 是 3:4:5 三 角形 。 
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3。3 张 有 关 的 图 形 
在 图 4 v 要 求 EHE), (BDR CBF Fa ad = AVE 


中 作 一 个 内 切 癌 (V) .如 果 内 切 贺 的 半径 是 r， 则 YE= 12+7 
及 YB=24-r。 如 条 二 者 相等 ， 则 7>=6， 这 也 是 AVA BC 
HER. EHEDAD EO V 位 于 分 别 以 已 和 有 为 圆心 ， 
半径 都 是 18 的 两 个 圆 的 交 线 上 ， 这 两 个 网 中 的 后 一 个 交 BC 
于 了 了， 因此 A4B7T 是 3:4:5 三 角形 。 

将 图 3 rp I CAD , (五 ) 和 ( 门 分 离 出 来 ， 末 在 图 5 中 ， 
延长 47 与 (1) 的 平行 于 AD HRH, WESS AAE FH 
似 的 3:4:5 三 角形 4XY。 因 为 4Y=12+4=16， 所 以 XY = 
64/3, AX =80/3。 又 得 ZH =CH=6。 FÆ, RX =8/3= 
WXRE XZ-XH-ZH-wv8! + (6-8/3)? -6=8/3。 因 此 
X 是 与 (4),(H) 及 DC 相 骨 的 赔 的 油 心 。 
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在 图 6, EEA CG) ADI EL AB, BCE) 
CF) Ana Hd = fe, CE ACF ) 的 半径 都 等 于 12、 可 以 
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看 到 
(FDI+OUGY= FO, (EH)? c CGHD* - (EG). 
AEH =x, Wi LARRY 
(12-r)> + (12 +x)?=(12+r)?, x2 +r? = (42-1)? 
由 这 2 个 方程 可 得 


Q 


x? - 8x — 48-0, 


它 的 正 根 是 x =4。 因 此 r = 16/3。 

IESERERAEGH,AFHA, AFNIRAHNGEIE3:4:5 
“HG, HOFHO EG, BAEK. MR ETI 顶点 A, 
作 那 些 已 经 确定 位 置 的 斜 边 的 乖 线 ， 所 得 图 形 就 是 3:4:5 三 
角形 的 一 个 极为 丰富 的 网 格 。 在 图 6 中 ，A 人 GHK, 八 EHK， 
AKGL 及 和 KHLCKH =16/5, LH = 48/25) 都 是 3:4:5 三 角 
X. 

若 一 个 加 与 为 两 个 贺 相 切 并 与 它们 的 公 切 线 也 相 切 ， 则 
它 的 半径 的 平方 根 的 倒数 等 于 那 两 个 图 的 半径 的 平方 根 的 倒 
BLED. Wik, with AH. GCF) ACG) Ar ER ih 
边 三 角形 的 内 接 圆 半径 为 上 上,， 则 有 I/v t I1/v12 
+1/7 16/3, feat = 48/25 = LH. 


4, 4 个 以 上 的 图 形 


在 图 7 中 ，(P) 和 (8 ) 是 两 个 半径 相 年 的 贺 ， 它 们 的 加 
心 分 别 落 在 另 一 个 圆 的 圆周 上 。DE 是 FMB DER MEK 
线 。4B 是 这 两 不 圆 的 公 弦 日 是 赔 6P),(O) 的 根 轴 ， 圆 (F) 是 
HAQQA, AER AR EO SB Hid — AIM ABM. (OEH 
CP),(Q) 及 (CF) 所 围 的 较 小 的 那个 项 边 三 角形 的 内 切 网 ， 
如 果 一 个 动 圆 与 两 个 定 圆 相 切 ， 则 动 圆 的 半径 长 与 其 加 
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心 到 那 两 个 圆 根 负 的 上 距离 的 比 是 -- 个 常数 ([2j)。 现 在 ， 
(G) 和 (天 ) 是 动 圆 的 两 个 位 置 。 半 径 最 大 的 动 圆 是 以 QE 为 
直 答 ， 因 此 常数 比 是 1:2 而 HCN -2FN. 

如 果 两 个 罗 都 与 另 两 个 圆 相 切 ,而 县 都 属于 同一 种 类 型 ， 
如 和 任 党 一 对 的 根 轴 都 通过 相应 的 男 一 对 的 相似 中 (3). 
CC 是 (CP) 和 (8) 的 内 相似 中 心 ， 因 此 活 在 (G)) 和 (FD) 的 内 公 
WCRE; CRI.GF; FN.LCN, #iGMEBAT NF 的 延长 
线 。 CR=CN， 因 此 ZMFG = ZNCR= 2zNCF. 
tan NCF = 1/2,tan MFG = tan NCR = 4/3, FÆAFMG 
是 3:4:5 三 角形 ， 八 FSR 也 是 ， | 

5| 理 在 直角 三 角形 中 a rb =c, mRe-b=b-a, 
则 其 边 长 乙 比 是 3:4:5。 

证 明 W 4joe-235-a, Hr pha +b? = 45* —4ab +a, X 
者 b(3b—- 4a) =0, gt a= 3k,b=4k,c = 5k, 


CQ 


D C 
1 N 
( 
\ 
\ . 
| | 
l Á . BR 7 „e ewes ——— ol 


Em 8 


在 图 SH, ÆA RELA CBOPABI)T Ej ABCD. 
半径 为 r, 的 圆 (E) 内 切 于 1/4 ADs EB Arn HAA 
(E), (BR CB AHH). BLD B,E MERE RAAB) FF. 
过 天 作 BF AE, ICSAC), (CE) 相 切 且 是 它们 的 His. 
作 HI LFB, KI CB TM; 再 关于 BC 反射 (9) 和 
CE), 

BCE ORC) eRe AAS DER, JEN BER] 提 到 
的 Casey 的 定理 (L2J)， 则 有 rai: FB i-r; FH, 因为 R= 上 FB = 
FE*EBer,Q*v/2), Bt DA FH-FBGr) rs 
v2). 进一步 有 HB- HI-HM-HIsIM-nv 2. RA 
IB- HB -rg-(R-r,ü0*v2)]9 v2 = HB- 
HI. Puts | BE, AIBH 是 3:4:5 三 角形 ， 

不 失 一 般 性 ， 图 9 中正 方形 ABCD T) E KERL, È 
也 是 1/4 圆 (D) 的 半径 长 ， 则 174 圆 (B) 的 半径 等 于 w 2 - 1， 
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图 9 


AOS BC, DRODH UI, 设 其 半径 0G=OH=r。 作 
OK LCD,HF | DB, HADKO 得 ， 

CG =KO=/(OD)?- (DKY =v -«r)y--ry? 

-9 r, 

IL AGOBTS, GB = V (OB)? - (0G)? =V r +v 3 -1?-ri, 
另外 ，GB=CB-CG=1-2wr。 从 而 有 ，r(3-w2)- 
Qv +w2-1=0。 解 得 r=(22-1)/7。 于 是 tanl 
= OG/GB = 1/7 ,tanZ HBF=tan(rx/4 -0)=3/4;, 因 此 和信 HF8 
是 3:4:5 三 角形 (4])。 

在 一 条 长 度 等 于 x:+y=z HARR AB 上 ， 作 一 个 半 
E], HEER CD, FEED, HAD-x',DB-y'. WCD 
-.xiyP-xy,AC-xz,CB-yz, 因此， 图 10 中 直角 三 角形 
ADC,CDB 及 ACB 的 边 长 之 比 等 于 x:y:2, 
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Al CE=CF,AE= AO k DO=DF=r;， 所 以 AACD 
的 内 切 圆 半径 rm = x(x + —2)/2. 

由 BD,DC RM CB 围 成 的 曲 边 三 角形 的 内 切 贺 半 66 ns 
是 直角 三 角形 OHO 的 一 条 直角 边 。 因 此 有 

r? + (AD +r,- AB/2)? = (OK —1,)?, 

T r$ +(x? ~ 22/9 r,)? = (G/2- n9)?, 
它 的 正 根 是 rm x(G ~ x), 

ar =t Wilz-x=9/3, AW @+x)@-x=y’, 
Br UL3z = 5y,4z = 5x, | 

UE y:x:z = 3:4:5, 


$9. steiner $% 


在 图 11 中 ，1/4 贺 (4) 和 (8B8) 的 半径 是 2， 半 图 (O01) 的 半 
径 是 1。 在 由 (C4),(B) 和 (01) 所 转 的 曲 边 三 角形 中 ， (O) dE 
RABADA, WA Ma BERAE FER F j Steiner [B] 
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~ LÀ Bg 
Qi;(P;) P; P P; Pe 
8 1l 


BECOS),n21. M $i» On 5| ABI HER, sk iO M) Pa. 
WO, E PER., PAER COD E Br, 22/0? +2), 3 
外 ， 直 角 三 角形 O.P. 的 边 长 是 
O40, = (n? - 4)/(n? +2), 
O,P, = 4n/(n? +2), 
O,P, = (nm? - 4)/G? +2), 
因此 三 角形 O,0,P, K OOP, 都 是 3:4:5 三 角形 。 

可 以 推 得 APs 714 O,Ps = (n* -2)/(? +2) AO, = 
(2n* -2)/(O +2), Abt = fe AP,0, 及 AP,O, 都 是 3:4:5 
三 角形 、 

J On fF Oa-1Pn-1 的 垂 线 ， 设 垂 足 是 GQ。， 则 
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OnQn = PrO,- P4101 
-6(n- 1)/L(n? + 2) (n -2n + 3) ], 
Os-10n = On. iPa- 1-7 OnPn 
=4(n+1)(n—-2)/[(n? + 2) (n! -2n € 8], 
Tia Ht x zx 
On-iOn 7 752-1 t 5 
- 2(2n* - 2n c 5) /| (nr? + 2) (0 - 2n € 3) ]. 
从 而 人 O40sQs 是 3:4:5 三 角形 。 


6， 由 折 堆 而 得 的 网 格 


用 折 双 或 作 图 的 方法 ， 将 正方 形 的 顶点 与 其 对 边 的 中 避 
连 起 来 ， 得 到 交 释 的 两 个 四 角 星 ， 如 图 12。 这 种 样式 的 图 形 
包含 有 24 个 3:4:5 三 角形 ， 如 入 BFA, AGFE 和 A 人 CDE 那样 
类 型 的 各 有 8 (6D. 


7、 其 他 地 方 出 现 的 3:4:5 三 角形 
如 果 用 直线 切割 一 个 三 角形 成 四 块 ， 使 这 四 块 又 能 拼 在 
90 


一 起 ， 组 成 与 原 三 角形 相似 的 两 个 三 角形 , 则 又 会 出 现 3:4:5 
三 角形 。 在 任意 -个 三 角形 ABC 的 边 4B,BC,C4 上 分 别 
RA D,E,F, 使 AD/AB=CE/CB= AF/AC=1/5。 设 G 是 
AC 上 一 点 使 AF = FG， 又 设 电 是 DE 的 中 点 。 则 图 13 中 的 
线段 DE,DF， 及 GH 表示 本 市 开头 时 说 的 3 个 切割 。 所 $8 
的 一 个 三 角形 是 BDE， 另 一 个 三 角形 由 人 先 将 八 ADF SBF Ie 
转 直 至 点 4 与 CG 重 合 ， 再 绕 互 旋转 梯形 GCEH 直至 点 D 和 EE 
重合 而 得 到 ([71,L81)。 这 三 个 三 角形 的 相应 边 长 之 比 是 
(2DF + EC):BE:BC = 8:4:5, 


如 果 延 长 正方 形 ABCD 的 边 CD 到 E 使 CD=DE， 并 
连结 BEX AD FF, XS CAE BF FG, WE 14, MWE 
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方形 ABCD t 4 Bl, H SasBp :SABpGc:S 由 边 形 gcpp = 9:4:9 
(9p. 

机 有 灵 的 读者 会 发 现 ,在 许多 其 它 的 图 形 中 都 会 含有 3:4:5 
三 角形 。 对 于 能 引起 他 们 注意 的 任意 这 种 发 现 ， 作 者 郡 会 感 
Fil f ia. 
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SARA DAS DHE bi 


三 角形 有 许多 令 人 感 兴趣 的 特殊 点 ， 例 如 内 心 〈 内 切 贺 
圆心 》 和 旁 心 〈 旁 切 圆 圆心 )。 本 文 给 出 它们 的 重心 坐标 的 
极其 简单 的 表达 式 ， 这 在 合成 构 形 性 质 的 经 典 讨 论 中 有 用 。 

重心 坐标 是 几何 学 中 的 一 个 重要 概念 ， 见 [2]。 

先 介绍 一 维 的 重心 坐标 。 设 A1, As 是 2 个 固定 点 ， 选 取 
KA 到 As 的 方向 为 正 向 。 从 而 正方 向 上 的 线段 〈 例 如 
AA) WEE CAMS d 29 AAD) 为 正 ， 而 ASA SO. i$ 
+ 加 关 0。 将 质量 二 与 己 (解释 为 电量 可 能 更 合适 些 ， 因 为 
t Xt, 可 以 是 负数 ， 但 沿袭 习惯 术语 ) 分别 置 于 点 A 和 A: 
(这 样 的 点 也 被 称 为 “加 权 点 ” )， 则 可 以 确定 唯 — 的 重心 
P, REI. 


一 
A ts P fi A; 
| m 1 
于 列 事 实 是 显 见 的 : 


G) 若 刀 =0 Wl] P= Az, d t, =0 Mi] P= Ay, 

Gi) 若 己 与 已 均 为 正 或 均 为 负 WPA RB AA, 
E. 
Gil) t,>-t,>0, WPARAB A,A, 的 延长 线 上 ， 


ii EE 


O 编译 自 文 来 的 参考 文献 [ 1 J] 和 [ 2 ]。 
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527-650, WP REEL AA 的 延长 线 上 。 
反 过 来 ， 对 于 直线 AA, 上 的 任意 一 点 已 ， 可 以 求 得 与， 
ta, TE 
t AP g u LPA 


-———— — 


t PA, t, AP?’ 
Al, PERAE bG 5 S 2: BILL. A MASHED. PRO, 
为 己 的 重心 坐标 。 因 为 将 质量 ot, 与 eaU) 分 别 置 于 
AMA 后 的 重心 仍 为 已， 所 以 重心 坐标 满足 齐 次 条 件 
(tist) = (Ht, Ht), 5x0, 

类 似 地 ， 可 以 建立 平面 上 关于 给 定 的 三 角形 ABC CR 
为 “坐标 三 角形 ”) 的 重心 坐标 (Möbius 在 1827 年 就 看 到 
fo. 规定 按 道 时 针 方 向 排列 3 个 顶点 的 三 角形 的 面积 为 正 ， 
AAi. Wty +t, 00,250, BRR 5,0 与 分 别 置 于 二 角 
形 的 顶点 A.B 和 C ， 则 可 以 确定 唯一 的 重心 局 CER: P 
所 不 一 定 在 A4BC 内 )， 记 其 坐标 为 (t,ts,ts3)。 特别 地 ， 
(1,0,0),€0,1,0) 81 (0,0, 02) BI] Æ A A,B,C; (O1, D 是 
AABC 的 形 心 ，(0,ts,t3) 是 直线 BC 上 的 点 ， 其 关于 忠和 C 
的 一 维 重心 坐标 是 (t,t3〉 CHER: 方向 A>B,B>C RCA 
是 正 向 )， 等 等 。 反 过 来 ， 对 于 A4BC 所 在 平面 上 的 任 意 一 
AP, WARE Ctt), EPERE st Al ty 2 91 B 
于 4,B 和 C 后 的 重心 。 例 如 ， 见 图 2， 设 连结 4 与 P 的 直 
线 交 BC 于 Q， 先 求 出 OQ 关于 8 和 CC 的 一 维 重心 坐标 (t,,is)， 
然后 设 P 是 将 质量 ti 和 (ts +i) 分 别 置 于 A 和 Q 的 重心 , 求 
Hte ZLU tot) H PARTER ME ABC 的 E bE 
标 。 与 一 维 的 情形 相同 ， 它 也 满足 齐 次 条 件 : 


. (ty 0 t3) 一 CHL, Hiss Ht), B 3-0, 


(条 件 
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t,+t,+t,0, 
可 以 使 我 们 规范 化 重心 坐标 ， 即 使 
t,+t,+t,=1, 
这 种 规范 化 的 重心 坐标 称 为 面积 坐标 ， 它 的 意义 可 从 下 面 的 
命题 1 看 到 .) 
连结 PA,PB 及 PC， 得 3 个 三 角形 APBC, APCA 及 
APAB (GERI GEB UR). 
命题 1(L2]) 设 P 扣 关于 坐标 三 角形 ABC 的 重心 坐标 
Ati stests), WA 
Sapac:Sapca:Sapan 7 titta (1) 
CHp, ERMAS. MEEKER). 
证 明 先 设 P 在 人 4ABC 内 ， 见 图 3。 则 有 ， 例 如 


tf» _ BO_Saase | SApBQ 
b. QC OAAQC SAPQC 


_ OAABQ ~ OaPBQ — Sapas 
e 
Saage 7 Sapagc Sapca 


从 而 易 证 (1) 式 成 立 ! #PEAABC 外 ， 只 要 注意 到 关于 三 
角形 面积 正 负 的 规定 ， 同 样 可 以 证 得 (1) 式 ， 若 P 在 人 ABC 
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的 某 条 边 上 ， 则 某 个 t=0， 且 易 证 (1) 式 成 并， 

命题 lu. 

现在 建立 三 角形 的 内 心 和 旁 心 的 重心 坐标 表达 式 。 不 妨 
设 入 ABC 即 为 坐标 三 角形 ，4,B,C 所 对 的 边 〈 及 其 边 长 ) 
分 别 记 为 4,5,c。 记 内 心 为 1 ， 3 个 旁 心 分 别 为 1。,1。 和 1。 
( 足 标 表示 与 该 旁 切 圆 相 切 的 边 )。 见 图 4. 


命题 2([1]) 点 11o,1。 MIs 可 唯一 地 表 成 


7 , 2A + bB + cC , _ ~aA+bB+oC 
~ a+b+e ^ F -a +b+e ” 
aA — bB * cC | aA * bB - cC 
^" arbec ^ ^" atb-e ' 
其 中 的 点 部 取 重 心 坐 标 形 式 ， 


WAR 设 内 切 隐 半径 为 r ， 则 有 
LEE Sarca 7 Us Saias 7 547» 
o (2) 
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BAD I RISE SS. BOO 
iit:ta Sarno Sarca Saran 
=a:b:e, 

从 而 证 得 内 心 TAS pea. KMAT Ft oF ob HIRR 
式 ， 不 过 要 注意 面积 的 止 仙 。 

命题 2 得 证 ， 

可 以 将 重心 坐标 的 概念 推广 到 7 维 空 间 ， 人 从而， 例如 命 
题 2 的 结论 及 证 明 能 推广 到 1 维 单 形 的 义 心 和 旁 心 ， 内 外 旧 
用 顶点 所 对 的 人 - 1) 维 单 形 的 容量 代替 所 对 边 的 边 长 。 


2 考 X mR 
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用 几何 变换 证 明 Euclid 几何 定理 ? 
Ross L, Finney 


观察 平面 的 变换 ， 能 够 得 到 --- 些 Euclid 几何 定理 的 源 
亮 的 证 明 . 这 些 定理 很 容易 叙述 ， 而 且 其 中 有 许多 能 够 从 随 
手 画 出 的 图 形 中 看 出 来 。 定 理 的 证 明 既 不 用 坐标 系 也 不 用 疝 
量 ， 其 中 最 简单 的 证 明 只 要 对 旋转 和 平移 比较 熟悉 就 够 了 
我 们 先 从 某 几 个 定理 出 发 ， 然 后 引进 相似 变换 ， 把 文献 中 -… 
系列 孤立 的 结果 看 成 若干 一般 性 定理 的 特殊 情形 ， 在 此 给 出 
的 证 明 的 附带 结论 是 ， 所 得 到 的 关于 四 边 形 的 结果 ， 并 不 要 
X Ix E ARS E SR eI (例如 可 以 比较 定理 1， 
定理 3 与 [5j 中 的 对 应 定理 )。 

引 理 1 如 果 等 腰 三 角形 ZMX 和 YMW 在 点 M 处 A 
fi, BAY XMZWEAR AS RAAD. 


m i 


D Dynamic proofs of Euclidean theorems, Math. Magazine, 
954-10) 970, 177-186, XMMNCHNCA RC NL, 


WEAR 这 是 因为 纸 M 作 道上 时 针 的 90 旋转 ， 即 Moeo， 把 Y 
ERW, FLX BZ, 

5|382 ”如 果 Z 和 XX 是 在 三 角形 ABC 两 边 上 上 向 其 外 部 所 
作 的 两 个 正方 形 的 中 心 ， 点 M 是 三 角形 第 三 边 的 中 点 3b 
么 ZNMX 是 等 腰 三 角形 ， 并 月 角 Af 为 直角 〈 参 着 图 2)。 


M 


Vol 
Nz 
图 2 m 3 
证 明 ”首先 我 们 注意 到 平面 上 围绕 两 个 不 同 点 的 旋转 
的 合成 是 平面 上 的 一 个 平移 〈 此 时 ， 两 个 旋转 的 旋转 角 之 和 
是 360。 的 整数 倍 )， 或 者 是 围绕 第 三 点 的 一 个 旋转 ， 其 旋转 
第 恰好 是 原先 两 个 旋转 的 旋转 角 之 和 (参看 下 面 的 附录 )， 现 
GER ZN M 各 个 旋转 的 合成 下 = MisoXeoZeo， 
因 为 各 个 疙 转角 之 和 是 360" 的 整数 倍 ， 玖 TT 是 平移 (或 但 lA 
变换 )。 在 这 个 合成 运动 下 ，4 先 到 达 B， 然 后 到 达 C， 最 后 
回 到 4。 所 以 4 是 T 的 不 动 点 ， 因 而 了 只 能 是 恒 同 变换 CA 
有 一 个 不 动 点 的 平移 只 能 是 恒 同 变换 )。 点 QZ 在 上 述 运动 下 
逐次 的 映 象 是 ， 
Zon CZ) =Z, 
XlZ) = RAZ’ , 


Miso (ZO =T(Z)=Z. 
现在 得 到 的 图 形 如 图 3 所 示 ,. 由 于 X90(2Z)= 2 : 故 ZX = XZ’, 
用 三 角形 ZXZ TEX ADA BIA. AAD MZZO =Z， 人 得 知 
Mi: ZZ’ 的 中 点 。 现 在 M 是 等 用 直角 三 角形 ZXZ ØRN 的 
中 点 ， 因 此 ZMX 是 等 大 三 角形 ， 且 在 点 M 处 有 直角 ， 

如 果 在 三 角形 两 条 边 上 向 内 作 正 方形 ， 而 不 是 向 外 作 王 
方形 ， 则 引 理 2 的 结论 仍 成 立 、 在 证 明 中 ， 仅 需 用 顺 时 针 NE 
转 Z-so 和 X-so 替 代 道 时 针 Zeo 和 Xso 即 可 。 

定理 1 (1,3]) RX, YZ, Wo pÆ A JÉ W 
两 对 对 边 上 向 外 作 正 方形 的 中 心 ， 那 么 YX 和 W Z EHHE 
等 。 


| 图 4 
证 明 利用 引 理 2， 命 M 是 四 边 形 一 条 对 角 线 的 中 点 ， 
并 考虑 旋转 MB. 
如 果 这 些 正方 形 都 向 四 边 形 和 的 内 部 ， 则 定理 1 仍然 成 并 ， 
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证 明 相 同 ，Mso 把 其 中 一 条 线段 变 为 荔 - :条 线段 。 

如 果 该 四 氨 形 恰好 是 平行 上 四边 形 ,那么 ZXWY 成 为 一 个 
正方 形 ， 因 为 四 个 三 角形 ZMX, XMW, WMY 和 YMZ 全 
都 是 等 腰 三 角形 ， 并 县 在 村 处 为 直角 ， 

应 该 强调 ， 已 知 四 边 形 不 必 是 凸 四 边 形 ， 也 不 必 假 定 十 
简单 四 迪 形 。 当 四 边 形 不 具有 明显 的 内 部 时 ， 为 了 放 意 这 些 
下 方形， 只 要 在 两 种 可 能 的 方 回 中 取 定 一 种 方 岗 绕 四 边 形 行 
进 ， 然 后 把 正方 形 放 在 行进 方 回 的 右边 〈 人 参看 图 5) 。 


若 把 四 边 形 的 一 边 收缩 为 一 点 ， 我 们 便 得 到 关于 三 角形 
bik Aenea RI. 

定理 2([1,3]) 如 果 在 三 角形 各 边 上 向 其 外 部 作 正 方 
彤 ， 则 连接 其 中 两 个 正方 形 中 心 的 线段 三 直 且 等 于 连接 第 三 
个 正方 形 中 心 与 它 所 对 的 三 角形 质点 的 线段 ， 
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证 明 参看 图 8， 并 用 如 同 引 理 1 中 的 旋转 Mag af, 

定理 2 有 如 下 的 推论 ， 连 接 正 方形 中 心 与 其 所 对 的 三 角 
形 顶 点 的 三 条 直线 共 点 〈 图 7)。 原 因 是 这 些 连 线 恰 好 是 三 角 
形 XYZ 的 高 线 。 

Euclid 几何 中 有 如 下 的 一 个 定理 ， 由 边 形 各 边 的 中 点 是 
一 个 平行 四 边 形 的 顶点 。 此 外 ， 还 可 证 明 ， 


定理 3 ”在 四 边 形 各 边 上 交 赫 向 四 边 形 内 部 和 外 部 所 作 

的 等 边 三 角形 的 顶点 Z, X W.Y 是 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 
(BARB). 

证 明 合成 变换 C-soAoo 是 一 个 平移 ， 它 把 Y 变 到 W， 把 
ZEB x. FRY ZAWX EAMES. 

前 面 提 到 的 Euclid 几何 关于 中 点 的 定理 和 定理 3 是 一 族 
定理 中 的 两 个 特例 ， 

定理 4([2]) MEZ, XW, Y 是 在 四 边 形 各 边 上 适当 放 
署 的 四 个 相似 三 角形 的 顶点 〈 参 看 图 9)， 那 么 ZXY 是 平 
行 四 边 形 。 
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证 明 设 a 是 四 个 相似 三 角形 在 点 4 和 点 C 处 的 内 角 ， 且 


设 r 为 4Y 与 4D 之 比 ， 设 A'“ 表 示 以 A 为 中 心 、 比 例 系 数 为 
1/r 的 中 心 相似 变换 。 设 C7 表 示 以 C 为 中 心 .比例 系数 为 > 的 
中 心 相似 变换 。 一 般 说 来 ， 以 两 个 不 同 点 为 中 心 的 相似 变换 
的 合成 是 以 第 三 点 为 中 心 的 相似 变换 ， 其 比例 系数 为 原先 两 
个 中 心 相似 变换 的 比例 系数 的 乘积 ， 特 别 是 ， 若 两 个 中 心 相 
似 变 换 的 比例 系数 的 乘积 为 1， 则 它们 的 合成 是 一 个 GER. 
于 是 合成 变换 C_。C741/7" 4。 是 一 个 平移 (参看 下 面 的 附录 )， 
它 把 Y 变 到 W， 把 Z PAX. 

如 果 a = 0 ， 则 得 到 关于 中 点 的 定理 的 推广 。 如 果 r = 1， 
a= 60"， 我 们 便 有 定理 3。 又 ， 访 四边形 不 需要 假定 是 凸 四 
边 形 或 简单 四 边 形 。 将 一 条 边 收缩 为 一 点 时 ， 便 能 得 到 几 个 
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关于 三 角形 的 很 好 的 定理 。 | 

利用 相似 变换 ， 我 们 能 够 证 明 关 于 三 角形 的 一 个 定理 
( 见 定理 5)， 它 有 确实 是 出 人 意料 的 推论 。 其 中 三 个 推论 如 
下 所 述 ， 

推论 1 假设 在 任意 一 个 三 角形 的 两 边 向 外 作 内 人 角 为 
30" ,60?" ,90" 的 三 角形 ， 如 图 10 所 示 。 令 Z 和 X 表 示 这 两 个 三 
角形 的 外 顶点 , 令 M 是 已 知 三 角形 第 三 边 的 中 点 。 那 么 ZMX 
是 等 边 三 角形 。 如 果 在 已 知 三 角形 两 边 上 向 内 作 内 角 为 
30 ,60 ,90 的 三 角形 ， 则 ZAMX 仍 是 等 边 三 角形 。 


推论 2 (Napoleon 定 理 ) 在任 一 三 角形 的 各 边 向 外 部 
作 等 边 三 角形 ， 则 其 中 心 X,Z,M 是 一 个 等 边 三 角形 的 顶点 
(参看 图 11)。 | 

推论 5([5， 练 习 23]) 假定 在 任 一 三 角形 各 边 上 作 三 个 
等 边 三 角形 ， 其 中 两 个 向 外 ， 一 个 同 内 ， 设 M 是 向 内 三 角形 
的 中 心 ，Z 和 XX 是 向 外 的 三 角形 的 顶点 。 那 么 三 角形 ZMX 是 
在 M 点 的 内 角 为 120" 的 等 腰 三 角形 ( 见 图 12). 

为 了 使 定理 5 的 叙述 简单 一 些 , 我 们 假定 角 是 “一般 的 ”， 
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也 就 是 它们 的 取 值 可 增 减 360? 的 整数 做 ， 且 以 赣 时 针 方 式 定 
向 。 例 如 ， 图 13 表 示 了 两 个 角 ; ffi CBA4 为 60 ， 420^ 等 等 - 
ta FAABCA300°, -60° 8. 


图 13 
定理 5 设 BZC 和 CXA4 是 在 A4BC 两 边 上 所 作 的 两 个 非 
IB CHI FAI = Ae (对 应 顶点 如 给 定 顺 序 所 示 》:， 它 们 都 朝 
三 角形 ABC 的 外 部 或 内 部 。 设 入 BZC 和 CX AIMÉ UB. Vx 
M 为 平面 上 一 点 ， 它 到 4 和 有 等 距 且 使 <DMA4 = 28. Wi) MZ 
-MX (Be HD, -> 


$05 


WEBB ”因为 三 角形 BZC 和 CX4 是 非 退 化 的 ，28 尖 360。"， 
因而 半点 确实 存在 。 但 是 三 角形 AMB 可 以 是 退化 的 ， 例 如 ， 
MB =90°R, MEA Bobs, 
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用 r 表 示 比 值 ZC/BZ. BT = XpX' Z'Z, M RE 
点 4 不 变 ， 因 而 是 恒 等 变 换 。 如 果 跟 踪 M, E M..,(M) 
=M, Z'Z&(OMD E RAM’, FE Mg X'(M’) =TUO) 
= MM。 因 此 MXATZ 是 一 个 四 边 形 ,具有 性 质 XAM -r MX, 
ZM’ =rMZ， 并 且 在 X 和 2 的 角 相 等。 这 就 是 说 ， 三 角形 
MXM’ 和 MZM’ 相似。 由 于 它们 有 一 条 公共 边 ， 因 此 它们 
全 等 ， 且 MZ = MX. | 

推论 的 证 明 如果 B=90°,r = v 3 ,那么 三 角形 MXM’ 
AIMZM’ 是 内 角 为 30° ,60° ,890° 的 三 角形 ,特别 地 ,，MXM’Z 
在 M 的 角 为 60*， 因 而 ZMX 是 等 边 三 角形 ,这 证 明了 推 
Bi. 

如 果 6 = 120"，r =1， 则 Z,X 和 MXM 的 地 位 是 竺 网 的 ， 不 
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能 加 以 区 分 因而 MZ = MX=XZ， 这 it fi Napoleon 定理 ， 
推论 3 是 8 =60"，r = 工 的 情况 。 
如 来 B= -60°, 7=1, RIAA 个 在 内 部 和 一 个 在 外 
部 的 三 角形 ， 推 论 3 的 结论 仍 成 立 。 
2B = ~ 120°, r- 1, 得 到 三 个 向 内 的 三 角形 ,hapoleon 


”定理 的 结论 仍 上 成立 。 


再 2 也 是 定理 5 的 推论 如 果 有 8 = 90°, r=1, EAR 
向 外 。 如 果 6 = -90"，r=1， 则 正方 形 就 向 内 ， 

最 后 我 们 给 出 引 理 2 的 推广 ， 它 会 导致 定理 1 的 推广 。 

EXEOQ4D 假设 在 任意 三 角形 4B8C 边 上 作 两 个 相似 的 
等 腰 三 角形 ， 党 们 或 者 都 朝 癌 ABC 的 内 部 ,或 者 都 朝向 ABC 
的 外 部 。 若 令 X 是 其 中 一 个 三 角形 的 质点 ，Z 是 另 一 三 角 
形 的 重心 ， 而 M 是 三 角形 4BC 第 三 边 的 中 点 。 令 有 是 X 处 的 
角 。 则 三 角形 ZMX 在 M 的 角 为 直角， 在 X 的 角 是 57/2。 

LEW a: RW, AREA AZBST180°- 6。 引 理 
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QI: P = 90" 的 特殊 情形 。 若 令 jp 表 示 X 相 对 于 已 C 的 高 ， 那 么 
XM/MZ = BC/2k. 在 下 面 的 定理 7 中 ,我 们 称 后 一 个 数 为 7 ， 

定理 7 假设 在 四 边 形 的 各 条 边 上 作 相 似 的 等 腰 三 角形 ， 
它们 都 朝向 四 边 形 的 内 部 或 都 朝向 四 边 形 的 外 部 。 设 X ALLY 
是 一 对 相对 的 三 角形 的 顶点 ， 且 设 Z 和 了 苹 是 另外 两 个 三 角形 
的 重心。 那么 YX 垂直 于 厂 2 ， 且 YX/FZ=r。 

证 明 令 M 是 对 角 线 AC 的 中 点 。 妈 果 这 些 三 角形 朝 剖 
四 边 形 的 外 部 ， 那 么 M Mo EXER., f YAESIW., Zi 
这 些 三 角形 朝向 四 边 形 的 内 部 ， 列 用 AM Moo TK. 


又 ， 四 边 形 不 必 是 凸 的 四 边 形 或 漳 单 的 四 边 形 ， 并 且 对 
于 三 角形 也 有 类 似 的 定理 。 
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附 x 


按照 f .Klein 的 “爱尔兰 根 纲 令 ” 的 观 点 ，Euclid 平面 
几何 就 是 研究 平面 上 的 图 形 在 相似 变换 群 及 其 子 群 〈 特 别 是 
等 距 变 换 群 》 的 作用 下 的 不 变性 质 的 学 科 。 平 面 上 的 相似 变 
换 可 以 分 解 为 平移 、 旋 转 、 中 心 相 似 变换 与 反射 的 合成 。 关 
于 一 条 直线 的 反射 必定 改变 平面 上 的 有 阿 角 的 符号 。 我 们 把 
保持 角 的 符号 不 变 的 相似 变换 称 为 正 相 似 变换 。 平 移 、 旋 转 、 
中 心 相似 变换 都 是 正 相 似 变 换 。 为 方便 起 见 ， 我 们 把 关于 同 
一 点 的 中 心 相似 变换 与 旋转 的 合成 称 为 关于 该 点 的 旋转 相似 
变换 。 平 移 、 旋 转 是 保持 商 点 之 间 的 距离 不 变 的 ， 因 此 它们 
都 是 正 等 距 变 换 。 非 恒 同 变换 的 平移 没有 不 动 点 ， 旋 转角 
Fk . 3600 的 旋转 有 只 有 一 个 不 动 点 (旋转 中 心 )， 比 例 系数 
天 1 的 中 心 相似 变换 也 只 有 一 个 不 动 点 〈 相 似 中 心 )。 有 两 个 
不 动 点 的 正 相 似 变换 必 是 恒 同 变换 ， | 

我 们 有 以 下 事实 ， 

(OD 对 于 平面 上 两 个 正 全 等 图 形 ， 必 有 平面 上 的 一 个 平 
移 或 者 一 个 旋转 ， 把 其 中 一 个 图 形变 为 男 一 个 图 形 ， 

证 明 平面 上 两 个 正 全 等 图 形 可 以 用 两 条 长 度 相 等 的 有 
向 线段 作为 代表 。 如 果 这 两 条 有 向 线段 平行 且 同 向 ， 则 在 平 
面 上 有 一 :个 平移 将 这 两 条 线段 合同 ， 若 不 然 ， 则 这 两 条 有 辣 
线段 的 起 点 连 线 及 终点 连 线 的 垂直 平分 线 必 相交 ， 以 该 区 所 
为 中 心 的 旋转 可 以 使 这 两 条 有 问 线 段 合同 〈( 见 图 18)， 

(2) 平移 与 旋转 (旋转 fixtk- 360°) 的 合成 是 旋转 。 

证 明 平移 和 旋转 的 合成 仍然 是 正 等 中 变换， 所 以 有 问 
线段 AB 在 合成 运动 作用 下 得 到 的 是 长 EASA RAR 
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图 18 


A'B'， 且 A'B' 不 会 与 4B 平行 且 同 向 ， 故 有 平面 上 的 旋转 
把 4B 变 为 4/B'。 这 个 旋转 就 是 该 合成 运动 ， 

更 具体 地 说 , 设 不 .是 平移 ,其 中 a 是 平 种 名 量 ，Pe 是 以 P 
为 中 心 的 旋转 ,旋转 角 为 ?。 显 然 P。。 ,仍然 是 正 等 距 变 换 ， 
如 图 19 记 构造 的 点 0 显然 是 Po > Na 的 不 动 点 , 故 Po o nu 
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以 @ 为 中 心 的 旋转 ， 设 4 是 平面 上 任意 一 所 ， 并 且 设 人 
= ,(A), BAA’ =a, P(A’) = A" jE A'Q',QA",QA, 
eR APQA”=APQ'A’, QA” -Q'A' - QA, X Z PQA" 
—-LPQ'A,ZAQP-ZA'Q'P', He 404 = 一 POP = 
LCQ'PQ-9, FRU 
=Q (A) 2 Po © ,CA),7 

HlQs =P» » Ha, 

IR BE AT UE: Tao Py 也 是 一 个 角度 为 Y 的 旋转 。 

H 75 al. T. ° Po 的 旋转 中 心 CHIA zh E) 在 何 处 ? 

(D 设 P,@ 是 平面 上 两 个 不 同 点 ， 则 旋转 Pe RE 
成 运动 或 者 是 一 个 平移 (车 ?+=k。360")， 或 者 是 一 个 
旋转 ， 且 旋转 角 为 9 + (车 + wk + 360°), 

TERR P。。 Qs 必 是 平面 上 的 正 等 距 变 换 。 由 (1) 可知， 

* Qs 或 者 是 平移 , EG dé e fe. WO, (AB) = :A' A'B', 
M B’ ) = A" B*. "Percy k + 360°R, AB 5 A" B E F 
f1 Tel LR 3 lal X EE; H| AB| = LA" B" | ,于 是 有 平移 将 AB 
1 BA" B" ,该 平移 就 是 Py 。 o Qu, 49+ 94k « 360° 时 ,由 图 
208] KHAR, UP, ° QBEJA ZI, 故 P»? Qu 是 围绕 RR 
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的 旋转 。 请 读者 自 证 ， 这 个 台 成 旋转 的 旋转 角 为 8 + 由 

FAA a. PERRO, o ,的 中 心 在 何 处 ? 

(4) 对 于 平面 上 两 个 正 相 似 图 形 ， 必 有 平面 上 的 平移 或 
旋转 相似 变换 把 其 中 一 个 图 形 空 为 另 一 个 赂 形 。 

MERA Hk (1) 的 证 明 相 仿 ， 参 看 : 考 克 塞 特 、 格 
TREP JLA ZIA ED. p.112, EH 4.8.2 (北京 大 
"CHE, 1986 FD. 

(5) SE ETE REY 7 lie HER (UL RP Dr RUE AE PP 
移 ， 或 者 是 一 个 旋转 相似 变换 。 

证 明 这 是 事实 (4) 的 推论 。 

(6) 平面 上 两 个 中 心 相 似 变换 的 合 成 或 者 是 一 个 平移 
(此 时 ， 两 个 相似 变换 的 比例 系数 之 积 为 1 )， 或 者 是 中 心 
相似 变换 ， 

证 明 这 是 事实 (5》 的 符 例 。 我 们 在 这 里 给 出 一 个 简 
单 的 几何 证 明 。 不 妨 设 P,Q 是 平面 上 两 个 不 同 点 ，P',Q: 是 
分 别 以 P,〖 为 中 心 的 相似 变换 ， 比 例 系数 分 别 为 3。 

设 AB 是 平面 上 任意 ~ -MA mE, aP (AB) = A’B’, 
Q* (A! B B’) = A" B", 于 是 4B， A'B’ A' B', A" B'AK EE. f ,用 作为 
自由 向 量 有 SEX: A" B" =s» A'B’ =rsh4B。 故 当 rs= 1 时 

A" B 与 4B 平 行 、 同 向 、 neal 故 有 平 移 把 AB 变 到 
A" B", IX PBR IO’ S PT, Airs, WEB AA'.QBB" 
相交 于 一 后 R， BERPAENONTAAA A MARS B” 
点 尺 落 在 PC@ 的 连 线 上 (图 21)。 很 明显 ,R ICAB) =Q" e 
UM 最 后 我 们 通过 计算 得 到 | 


C 1 一 3 RP I-s 
RQ = - PQ, p RQ s(r-D' 
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所 以 及 是 直线 PO 上 确定 的 点 ， 与 4B 的 取 法 无 关 。 因 此 Ri 
=Q' oP’, 证 毕 ， 


图 21 


思考 题 ， 能 否 直 接 证 明 R 是 0:。P' 的 不 动 点 ? 

最 后 我 们 来 观察 前 文 定 理 4 的 证 明 中 出 现 的 变换 
C_ocC74!:A4。. H HHS ROA RC A” B-P EB: 
由 事实 (2) 知 道 CC74: DA ERRA a 的 旋转 。 Me dx 

(3) 推 知 C-oC A'“As。=C-。*L(C "A" )。4。 是 一 个 平 
移 。 这 里 用 到 了 平面 上 的 变换 适合 结合 律 。 一 般 说 来 ， 变 换 
不 满足 交换 律 ， 例 如 Pe e Q7 Or ° Pos P” e QQ. Pl, 

顺便 提 一 下 : 四 解析 几何 方法 来 证 明 事 实 (2) AHR 

(3) 是 十 分 有 意思 的 练习 。 这 时 能 把 旋 转 中 心算 出 来 。 这 
些 练习 留 给 读者 来 完成 。 

另外 ， 读 者 还 可 以 考虑 : 平移 与 中 心 相似 变换 的 合成 是 
什么 ? 其 不 动 点 是 否 存 在 ? 若 有 ， 则 如 何 确 定 ? 
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几何 极 值 问题 ? 


G. D. CHAKERIAN, L. H. LANGE 


1. 5/8 


微 积分 课程 中 的 一 个 典型 的 练习 是 ， 给 定 一 个 高 为 a， 
底 边 为 的 三 角形 ， 要 找 内 接 于 这 个 三 角形 、 其 一 边沿 着 三 
角形 的 底 且 具 有 景 大 面积 的 矩形 

对 于 一 个 学 生来 说 ， 如 果 他 偶然 看 一 下 这 个 问题 的 避 开 
微 积分 的 另 一 种 解法 ， 那 么 至 少 会 开拓 他 的 眼界 。 上 述 问题 
可 以 用 一 个 初等 的 不 等 式 解 决 如 下 ， 

如 图 1 所 示 ， 给 定 的 三 角形 有 两 种 本 质 上 不 同 的 可 能 形 
式 .在 情形 OO 中， 顶点 C 是 底 边 “上 方 ”的 菜 个 点 ， 在 


C 


D GEOMETRIC EXTREMUM PROBLEMS, Math. Maga- 
zine, Mar.-Apr. (1971), 57—69, 
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THÉ Cb) h, TRC REET ARBRE HO. REIA IER IE 
(a), fife ©) 的 解 很 容易 由 情形 GO 的 解 来 确定 ， 

用 图 1 中 的 符号 ， 我 们 寻 拒 乘积 xy 的 最 大 值 ， 由 相似 三 
角形 ， 有 y= (b/a)(a-x), FÆ, xy=(b/a)(x)(a-x), d 
eR 的 值 ，0 委 x<a， 使 这 个 量 达 到 最大。 为 寻找 
x(a-x) 的 最 天 值 ， 与 其 用 导数 ， 不 如 由 直接 观 察 得 出 ， 注 
Ei 

x(a -= x)= (a/2)* ~ (x - (a/2)}?, 


当 且 仅 当 (x -a/2 = 0， 也 就 是 x = e/2 时 达到 最 大 。 因 此 ， 
xy = (b/a) (x) (a - x) <-(ab/2) = LIB CA ABO), 


当 x = 4/2 时 等 式 成 立 。 于 是 ， 最 大 的 矩形 的 高 为 x= a/21ti iffi 
积 恰 为 给 定 三 角形 面积 的 一 半 。 在 情形 b) oh, RAI 
形 的 高 为 h/2 而 面积 小 于 给 定 三 角形 面积 的 一 半 “〈 在 这 种 情 


Eh, BATE BUS (b/(b + 0) .面积 (AABC))。 


注意 ， 在 情形 b) 中 ， 如 果 我 们 选取 4C 为 底 边 ， 在 其 
上 放置 矩形 ， 我 们 将 得 到 一 个 其 面积 是 给 定 三 角形 面积 一 半 
的 最 大 矩形 。 因 此， 我 们 看 到 在 任何 情况 ， 都 能 够 使 面积 为 
其 一 半 的 某 个 矩形 内 接 于 给 定 的 三 角形 . 

在 微 积分 教科 书 中 ， 或 明 或 暗 地 通 常 只 处 理 那 些 假设 成 
某 种 特殊 位 置 的 最 佳 图 形 。 例 如 ， 在 上 述 的 问题 中 仅 考虑 其 
边 位 于 给 定 码 角形 底 边 上 的 年 形 。 但 是 很 自然 要 问 :， 包含 在 
给 定 三 角形 内 的 所 有 得 形 中 ， 哪 … 个 具有 最 大 面积 ? 这 个 最 
大 面积 是 否 会 大 于 给 定 三 角形 面积 的 -- 半 。 

我 们 将 在 第 2 节 中 回答 这 个 问题 ( 见 下 面 的 定理 3) 而 
16 


在 较 后 的 一些 节 中 将 考察 另 .- 些 极 值 问题 ， 在 那里 最 佳 图 形 
通常 都 假设 成 在 某 种 特定 的 特殊 位 置 下 。 然 而 ， 在 这 篇 论文 
中 我 们 的 主要 目的 是 对 于 上 述 类 型 的 一 般 几 何 极 值 理论 提供 
一 种 容易 理解 的 描述 ， 以 及 一 些 在 教学 中 有 用 的 例子 《不 ~… 
定 只 在 微 积分 教程 中 )。 在 下 面 ， 茶 本 的 课 BUE OI at 
来 简化 这 种 类 型 的 问题 ， 


2、 外 接 于 凸 集 有 最 小 面积 的 多 边 形 


我 们 将 涉及 平面 凸 集 ， 吕 有 具有 下 面 性 质 的 平面 点 集 : XE 
接点 集中 任何 两 点 的 线段 仍 包 含 在 点 集中 。 而 上 同 区域 就 意味 
考生 紧 的 〈 即 ， 闲 的 和 有 界 的 ) 且 有 非 空 肉 部 的 平面 凸 集 。 

众所周知 ， 如 果 K AAI, nS AEM BR, 352. 
至 少 存在 一 个 包含 K 有 最 小 面积 的 凸 ” 边 形 。 显 然 ， 这 样 一 
A n XE 4A HET K ——B 8) 4528 55 K 8913 STRA. 
直面 的 定理 描绘 了 使 我 们 感 兴趣 的 特性 。 

定理 | kk 是 一 个 上 同 区 域 ， Ni 写 3 龙 给 定 的 整数 。 设 PP 
是 包含 KK 的 共有 最 小 面积 的 是 JE. 252. P gx rp 
IEK i3 X E. 

注释 虽然 这 是 一 个 有 名 的 结论 3). ©. REIA 
道 要 达到 发 表 证 明 的 程度 并 不 容易 ， 因 此 我 们 感到 在 第 4 节 
由 给 出 一 个 初等 的 证 明 也 是 正当 的 。 这 个 证 明 将 说 明 在 第 3 
节 中 所 阐述 的 仿 射 变换 方法 的 有 效 性 ， 

作为 定理 1 的 一 个 简单 应 用 ， 考 虚 K 是 平行 四 边 形 的 情 
形 。 而 设 个 是 包含 KK 其 有 最 小 人 血 秩 的 三 角形 。 按 照 定 理 1 ， 
T RI n RREK IK A-ROD TOT W 
” 边 上 ， 其 相互 的 位 置 如 图 2(a) 或 〈b) 所 示 的 那样 时 小 可 能 ， 
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读者 很 容易 承认 这 一 结论 。 

注意 ， 在 任何 情形 ， 面 积 (T) =2. MEK). WETE 
最 小 的 三 节 形 ， 于 是 有 下 列 结 果 : 

定理 2 设 K 是 一 个 给 定 的 平行 四 边 形 ， 了 TT 是 任何 一 个 
包含 六 的 三 角形 。 那 么 ， 面 积 (T) 之 2。 面 积 (K)， 而 等 式 成 
立 当 且 仅 当 了 是 如 图 2 所 示 的 那 种 特殊 位 置 的 三 角形 。 


T T 


(a) (b) 
H2 


现在 我 们 能 够 解决 在 第 工 节 中 所 提出 的 问题 了 。 我 们 有 

定理 5 设 了 是 一 个 给 定 的 三 角形 ， 而 Ro 是 包含 在 工 中 
具有 最 大 面积 的 和 矩形。 那么 ,面积 (Ru) = 本 面积 (T) ,而 Ro 是 
一 种 性 殊 位 置 的 矩形 ， 即 它 的 一 条 边 位 于 了 的 一 条 边 上 ， 且 
的 易 两 个 边 的 中 点 是 Ro 的 顶点 ， 
”证明 ”假设 R 是 包含 在 中 的 一 个 逢 形 但 不 是 在 上 述 规 
定 的 那 种 待 殊 位 置 的 和 矩形。 那么 ， 定 理 2 RET RED 
R 具 有 最 小 面积 的 三 角形 ， 因 此 ， 如 果 T* 是 这 样 一 个 最 小 
三 角形 ， 就 有 


面积 (R) = 58 RT) <> HRC. 


另 一 方面 ， 如 果 Ro 是 在 上 述 规定 的 那 种 特殊 位 置 下 的 第 
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形 ， 那 么 面 BCR.) = > 面积 (T)。 从 而 Ro 是 包含 在 人 中 内 


有 最 大 面积 的 矩形 (注意 ， 如 果 工 是 锐角 二 角形， 这 样 的 什 
形 有 三 个 ， 如 果 了 是 直角 三 角形 那么 就 有 两 个 ， 如 且 了 有 一 
个 印 角 那 就 只 有 一 个 )。 证 先 ， 

注释 导致 定理 3 的 问题 是 由 L7j 的 作者 之 一 在 一 篇 论 
sp eH. lap, M.T.Bird(Li D£& 出 了 定理 3 的 一 个 简 
捷 的 证 明 。 

定理 2 包含 在 Fulton 和 Steia 的 一 个 结果 中 [4， 定 埋 1]， 

平行 四 边 形 在 它们 关于 外 接 三 角形 的 状态 上 是 硝 微 有 此 
极端 一 一 不 能 够 保持 存 其 面积 小 于 它 的 面积 两 倍 的 三 角形 内 
部 。 很 自然 会 提出 两 个 问题 ， 

(OD 平行 四 边 形 是 否 是 仅 有 的 以 这 种 〈 可 悲 的 ) 方式 处 
Er f hxc bik 2 

(2) 是 奋 每 一 个 是 区 域 K 都 包含 在 其 面积 小 于 或 等 于 两 
fe K 的 面积 的 某 个 三 角形 内 ? 

在 前 述 了 革 些 工具 ， 也 就 是 能 帮助 我 们 简化 这 些 和 与 其 
有 关 的 问题 的 仿 射 变换 ,后 ， 我 们 将 转 同 这 些 问 题 ， 

关于 定理 3，C. Radziszewski([9]) 证 明了 每 个 凸 区 域 K 
包含 一 个 面积 是 它 一 半 的 矩形 ， 


3. ARES 


在 这 一 节 中 ， 我 们 要 注意 平面 非 奇 异 仿 射 变换 的 某 些 有 
用 的 性 质 。 所 谓 非 奇异 仿 射 变换 ， 它 是 (x,y)- 平 面 到 自身 
的 变换 ， 把 每 个 点 《xX ,四 变色 点 (x oy’) 使 得 


x’=axtby+e, yl =ext+dytf, 
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其 中 4,b,…,f 是 给 定 的 实数 且 满 足 条 件 ad-be 70. HER 
介 仪 关心 非 奇 异 变 换 ， 将 始终 用 术语 “ 仿 射 变换 ” 意 指 非 奇 

在 后 面 将 发 现 仿 射 变换 是 很 有 用 的 ， 在 列 出 它 的 性 质 之 
前 ， 我 们 先 看 一 个 很 有 启发 性 的 例子 ， 这 个 例子 涉及 这 种 类 
型 的 史 数 并 考虑 某 种 几何 极 值 问题 〈 对 于 与 之 有 关 的 过 论 ， 
风 [ 8 p. 

设 4 和 4b 是 给 定 的 实数 ， 满 是 0<4a 气 5， 又 设 多 是 全 体 
实数 对 (x,y) 所 组 成 的 焦 合 一 一 平面 ， 考 谍 国 数 4， 它 映射 
SRP, HUA (oy) X H O y) = (ax by), MRK 
们 现在 考虑 全 体 使 得 P+ à LE ae (xy) 的 集合 D， 可 以 
看 到 对 应 点 (x',9^) etn Abe’ /aY* + (y! PSL. 

PAH eR A es BRL, CRAPS 
换 的 一 个 简单 例子 。 等 式 x = ax 和 = by SiR, AAP 
任意 给 定 《x,y’)， 在 多 中 存在 瞧 一 的 《x,y) 使 得 EG, 
y) 变 到 (x',y’)， 也 就 是 说 4 是 一 对 一 的 和 计 的 锯 数 。 和 尾 别 
地 ， 我 们 看 到 如 图 3 所 示 的 〈 闭 的 ) 椭圆 盘 的 每 一 点 都 是 
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HED AMA DPM Rat --P SAR. mae “ROR AD, 
没有 仔 何 折 瞧 地 〈 由 于 4 是 一 对 -一 的 ) 完全 CH THR 
if th SF P8 SERA CD), 

现在 假设 p,q 和 ?+ 是 给 定 的 实数 ， 考 虑 集合 
{(x,y):px+qy+r=0}, 


是 一 条 直线 。 然 后 沼 数 4 把 这 个 集合 变 为 集合 
| CED: ~ x" eat sro}, 


于 是 ， 在 映射 上 4 之 下 ， 任 何 给 定 的 直线 的 像 也 是 直线 。 穷 易 
看 到 ， 连 结 (Oy) MM Gu). 的 垂直 线段 的 像 是 连结 像 
B (ax, by) dH Cax,,by,) 的 垂直 线段 ( 见 图 40. RINE 
BEE ES, He £k PEAY T HE RED ° Ja- Hil, 当然 这 H |Y- u lE 
原 线段 的 长 度 。 类 似 地 ， 水 平 像 线 段 的 长 度 十 原水 平 线段 长 
ERJ afi. 


(az, by,) Caz, by,) 
Gn yg? (x. y,) 
4 EN HCA) 
x» yj) (rr, My Caz by,) (ax, by,) 
B 4 


ME, FASS TER CRS PAR DR, Blan 
果 图 4 rPHUAEOUE A feld E DV. WAE is 像 4(A) 是 一 个 条 
CHR ACDA. PW, akana, PARE 


121 


uCA) 的 面积 是 (ab) xa, 

HETIL, 41550, 是 万 内 这 样 的 怎 形 的 有 限 集 合 的 总 
ie. BA Cab) Sa 就 是 在 椭圆 盘 4(2) 内 相应 的 矩形 集合 
的 面积 。 

因此 ， 如 果 把 任意 有 限 个 这 样 的 矩形 (各 种 尺寸 的 ) 
sR” ADH, MAERA E ERR RIAA “A 
盖 ”， 我 们 条 道 它 们 的 面积 的 和 >.0i MEDL <4, KB 4E 
包围 六 的 边 长 为 2 的 正方 形 面积 。 内 此 ， 在 4(D) 内 相应 的 
FE RZ A (b Da, < (ab) (A). 

对 于 全 体 可 能 的 数 20i 的 集合 来 说 ， 数 4 并 不 是 最 小 的 
数 而 是 一 个 上 界 。 当 然 这 个 荣誉 是 被 数 7 所 享有 和 的 ， 因为 
是 所 有 这 样 的 可 能 和 数 盖 ci 集合 的 最 小 上 上 界 ， 它 被 称 为 圆 盘 
万 的 面积 

由 此 可 见 ， 册 于 (ab)x 是 所 有 数 (a0) 5,2, 的 集合 的 最 小 
上 界 ，(ab)r 就 一 定 是 椭圆 盘 (x/e 和 + (0 t1 的 面积 ， 

练习 ] 证 明 椭 球 (x/a)?* + (y/b)? + (2/c)*<1 的 体积 是 
$ nabo, 

我 们 现在 列 出 (不 加 证 明 ) 将 要 用 到 的 平面 仿 射 变 换 的 
TER. 

性 质 1 ml Aimee A, 352,4 189 i RESET 
线 (“平行 线 变 到 平行 线 ”)， 

性 质 2” ”如果 tw 和 wv* 分 别 是 位 于 两 平行 线 上 的 线段 wv 
mR, AA 

GERE QUO / EE (QI) = {长 度 (4)/ 长 度 (v)} 
(“保持 平行 线段 的 长 度 比 ”)。 
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特别 地 ， 我 们 有 

MES ”如 果 u* 是 线段 u 的 像 ， 那 么 uw* 的 中 点 是 u 的 中 点 
的 像 《“ 中 点 变 到 中 点 ”)， | 

性 质 4 任何 凸 区 域 的 像 也 是 凸 区 域 。 

性 质 5 ”如 果 U* 和 V* 分 别 是 区 域 U 和 V 的 像 ， 那 入 

{面积 (V0*)/ 面 积 (V*)} = {面积 (VU)/ 面 积 (V)}， 
(“保持 面积 的 比 ”) 

性 质 8 ”任何 给 定 的 三 角形 都 可 用 某 个 适当 的 仿 射 变换 
映射 成 任何 另 一 个 给 定 的 三 角形 。 (注意 性 质 3 就 意 味 着 它 
们 的 质心 也 是 对 应 的 ) 

性 质 7 任何 平行 四 边 形 都 可 用 某 个 仿 射 变换 映 射 成 任 
何 另 一 个 给 定 的 平行 四 边 形 。 

性 质 8 ”任何 椭 贺 的 像 也 是 一 个 椭 加 ,而且 任 何 一 个 椭 贺 
都 可 用 某 个 仿 射 变换 映射 成 任何 另 一 个 椭圆 。 (注意 ， 椭 贺 
的 中 心 变 到 其 像 的 中 心 。 确 实 , 性 质 3 意味 着 中 心 对 称 赂 形 总 
是 变 到 中 心 对 称 图 形 ， 且 中 心 是 相应 的 ) 

MERO ”任何 〈 非 奇异 ) 仿 射 变换 是 连续 的 和 可 逆 的 ,是 
其 逆 也 是 ( 非 奇 异 ) 仿 射 变换 。 

这 里 是 这 些 性 质 的 一 个 简单 推论 ， 

? 引 理 ”在 任何 三 角形 T 中 都 有 一 个 且 仅 有 - A M E E 
ATMA PS STH WIAD. 

证 明 至少 有 一 个 这 样 的 E。 存 在 .这 是 由 于 我 们 可 以 仿 
射 地 把 了 变换 到 -- 个 等 边 三 角形 T* 并 考虑 T* 的 内 切 圆 〈 称 之 
WES) 。 在 逆 变 换 下 E$ 的 像 就 是 所 需要 的 椭圆 E。，. 

假设 F, 是 在 了 内 且 在 T 的 各 边 中 点 与 7 的 边 相 切 的 另 -一 
HB. BA, Foe EXER PES SOLE 角形 T* 
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的 边 在 它们 的 中 点 相 切 的 椭圆。 但 DS 3 rub 5s T* 的 质心 
86 (为 了 看 清 这 一 点 ， 将 Fi 吴 射 到 -一 个 阅 并 注意 到 T* 一 
定 映 射 到 一 个 外 切 于 此 圆 的 等 边 三 角形 一 一 然后 用 性 质 6 和 
性 质 8) 。 因此 ,通过 T* 的 质心 的 中 心 反 射 把 F; 变 到 它 自己 . 
从 而 Fi 不 仪 包含 T* 的 边 的 中 心 ， 而 县 也 包含 T* 通过 其 质心 
的 反射 的 边 的 中 点 。 由 于 这 些 中 点 是 内 接 于 Es 的 正六 边 形 的 
顶点 ， 因 为 一 个 椭圆 可 被 五 个 点 所 决定 ， 从 而 Fi = E46， IA 
此 Fo。= Eos WE. 

这 个 引 理 使 我 们 能 够 建立 一 个 类 似 于 定理 3 的 极 值 性 
B. 

定理 4 HU AE 唯一 的 一 个 RA 


HPE, ap 面积 C7 

证 明 假设 E 是 包含 在 T 中 的 一 个 椭 凯 ， 但 了 的 边 的 中 点 
FRESE, RE ZETE— BET VILE I5 T 8932 E 它们 的 中 后 
相 切 的 椭圆 .进一步 设 S 是 包含 5E 且 具有 最 小 面积 的 三角形， 
慎 么 ， 根 据 定理 1，S 的 边 的 中 点 必 在 EE 上， 而 面积 CS) dE 
BACT). 

现在 仿 射 地 映射 $ 到 T。 那 么 E 也 就 映射 到 在 TT 内 与 了 的 
边 在 它们 的 中 点 相 切 的 椭 因 E*， 因 此 ， 根 据 上 述 引 理 ,E* = 
Ey. WEHR BA 


面积 CE) i RE mR CES) 


r—— P PEL — 


面积 (S) ERT ~ RCSD’ 


因此 ， HID < 面积 (E。)。 于 是 ，E。 是 包含 在 T ARF 
大 面积 的 唯一 的 椭 回 。 把 7 映射 到 等 寺 边 二 角形 就 得 到 比 但 
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(HRE) KR T= 3/9, 

证 完 ， 

注释 ”定理 4 是 下 面 一 般 结果 的 一 个 特例 ;每 一 个 山区 域 
都 包含 唯一 有 同时 也 包含 在 唯一 的 县 
有 最 小 面积 的 椭圆 内 。 对 于 这 一 结果 的 讨论 并 推广 到 高 维 空 
间 ， 读 者 可 以 参考 [2 1]. 

练习 2 用 这 一 书 的 方法 证 肖 任 何 给 定 的 三 角形 了 都 包 
含 在 唯一 的 具有 最 小 面积 的 椭圆 EB 中 ， 人 i 面积 (B80) = 40 / 
3 3: 面积 (T)。 [提示 ， 用 仿 射 变换 把 T 映射 到 一 个 等 边 
FET * FRR ET ET MEA. AEM E EET feat Big PF 
的 像 。] 

练习 3 ”用 练习 2 和 定理 4, 证明 任何 三 角形 的 外 接 圆 半径 
至 少 两 倍 于 内 切 圆 半径 〈 对 于 这 个 性 质 的 一 个 很 漂亮 的 证 明 
是 由 I.Adim 给 出 的 ， 见 [3,p.28].) 


4. 定理 1 的 证 明 


为 证 明定 理 1， 需 要 下 述 引 理 ， 这 个 引 理 将 告诉 我 们 如 
何 通 过 一 个 角 内 的 给 定点 用 一 条 直线 截 出 具有 最 小 面积 的 三 
角形 . 

SI XOY 是 一 个 给 定 的 角 ( 见 抽 5) . BWA, 

CL) 对 于 角 内 部 的 每 一 i 存在 且 仅 存在 一 条 过 M 在 
OX 上 的 端点 为 A, 在 OY Looe AB Ae MAB S 线段 AB. 
而 且 

(2) 从 角 中 被 ast M 的 线 所 截 出 的 所 有 三 角形 中 ， 
人 A4OB 是 瞧 -县 有 最 小 面积 的 。 

(3) 充 和 俯 (0) 表示 与 角 XOY 内 部 的 点 8 联系 着 的 最 小 三 


125 


HUE. MUR UAB, O>M, WA 人 (0)> 人 ACM)。 依 此 意味 
看 和 人 (0) 的 顶点 趋向 于 和信 (30) 的 相应 的 顶点 。 


图 5 


证 明 ”一 个 简单 的 连续 性 论证 就 证 明了 总 存在 某 个 被 M 
平分 的 线段 4 有 8。 现 在 用 一 个 仿 射 变换 把 4 变 到 A* = (1,0), 
0 恋 到 0* = (0,0) ，B 变 到 B* = (0,1), 并 考虑 这 个 仿 射 变换 
对 八 A0B 变 换 的 形状 。 那 么 自动 地 M BB] M* = (1/2,1/2). 
现在 我 们 可 以 在 这 种 位 置 下 完全 证 明 这 个 性 质 。 为 此 恢复 原 
车 中 的 符号 而 省 略 星 号 。 

Sx b, BO=(,1-8) ，0<< 一 1 是 4B 内 部 的 任 一 
点 ， 而 ACOD 是 由 通过 @ 的 直线 截击 的 任何 三 A. RIA, 
设 C= (c,0) ， 有 


面积 (ACOD)》 = Pao 


(不 等 式 是 (25 - 0) SONAR) 。 等 式 当 且 仅 当 c = 26 时 成 
立 。 因 此， 有 了 唯一 的 面积 减 到 最 小 的 三 角形 人 (0O)， 它 有 一 
边 通 过 @ ARQ, MA 
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MERCA =2601-$9), 


Tf A!OB' = ACO), BBA HER A’ = (25, 0 ALB’ = (0, 

2-28) . FE, M HRAB, Q—MHM, RA A’ 一 A = (1,0) 
AIB’->BCO,1) 5 PBREACOrAM). FHT PHD 
HA PERS, PENSAR Om AF bi Beh 变换 的 道上 
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就 很 容易 证 明了 引 理 中 所 断言 的 性 质 (1),(2) 和 (3)， 

现在 可 以 来 证 明定 理 1 了 .假设 P 是 外 切 于 凸 区域 K 的 有 
最 小 面积 的 n 边 形 ， 并 假设 某 一 边 4B 的 中 点 M 不 嫉 到 K。 我 
们 考虑 图 6 中 所 示 的 三 种 可 能 的 情形 . 

在 情形 (a) 中 ，P 的 相 邻 于 AB 的 边 ， 当 延长 时 相交 于 点 
O, Et AAOBLMBAK, TBO) Hh, AAOB 包含 KX .在 
情形 (ec) 中 ， 相 邻 于 4B 的 两 边 是 平行 的 。 我 们 将 证 明 在 每 一 
种 情形 中 都 可 能 构造 包含 KK 而 面积 比 P 小 的 多 边 形 ; 那么， 这 
个 矛盾 研 证 明了 最 小 n 边 形 每 一 边 的 中 点 确实 一 定 在 K 上 。 

在 生 形 (a) 中 ,由 十 M 在 K 的 外 所， 总 存在 把 MM 和 隔离 
开 的 KK 的 一 条 支撑 线 CK RGR LE ERK DT LIB E 
BKOLA SWEAR). Krew M FITE BAC 6(a)). 
注意 到 ， 根 据 刚 才 的 引 理 ，n 截 出 一 个 其 面积 严格 大 于 面积 
(A 人 405) 的 三 角形 。 而 ! 蕉 出 一 个 面积 其 至 更 大 的 三 角形 ， 
因此 ， 用 和 P 就 可 以 引进 一 个 包含 旦 面积 比 P 小 的 n 边 形 ， 

在 情形 (2) 中 ， 可 以 利用 ?| 理 的 性质 (3) 引进 一 条 线段 
CD, 它 的 中 点 0 在 4B 上 ， o 基 M， 且 CD 不 与 K 相 交 ( 如 图 6 
(b) 所 示 ) 。 再 根据 引 理 ， 八 COD 的 面积 严格 地 小 于 所 有 其 
它 的 由 通过 0 的 直线 截击 的 三 角形 的 面积 ! 因 此， 面积 
(ACOD) 二 面积 (人 人 405). 那么 显然 我 们 可 以 引进 一 个 包含 
K 而 其 面积 比 P 小 的 ne. 

在 情形 (c)， 先 取 (两 平行 边 的 ) 中 线 与 K 的 边界 NAR 
(靠近 M)，! 就 取 成 在 这 一 点 上 天 的 一 条 支撑 线 。 然 后 是 过 
M 与 平行 的 直线 。 容 易 看 出 ， 用 mm 和 忆 可 得 到 一 个 包含 天 其 
面积 与 P 相 等 的 ? 边 形 ， 用 ! 束 得 到 一 个 有 更 小 面积 的 ? 边 形 。 
证 完 。 


5. 包含 一 个 西区 域 的 最 小 三 角形 

我 们 现在 来 问答 在 第 2 廊 最 后 提出 的 一 个 问题 。 

定理 5 HPO MKS EE 至 多 两 倍 于 它 的 面积 
的 某 个 三 角形 中 ， 

证 明 MÈT. 是 包 什 乓 而 有 最 小 面积 的 三 角形 , 且 而 积 
(TOD<.2° 面积 (CK), 屠 就 是 够 证 明 这 一 结论 了 .为 了 做 到 这 一 
点 , 设 T ,是 外 切 下 KK 的 最 小 三 角形 ,在 K 上 的 它 的 边 的 中 点 为 
A,B,C，。 如 图 7 所 示 ， 用 三 K 的 平行 于 To 的 边 的 支撑 线 而 
得 到 的 TT 是 相似 于 TT 的 二 角形 ， 并 设 A ,B,C ETRA K 
的 交点。 | 

RIR TEE TTAGUJÉAB'CA' BC! & SP Wi fis F AAABC 
MMA. BAH 

HECO ZIBIICAB'CA' BC’) 


>2. 面 积 CS ABO) = TRT), 


而 这 束 证 明了 定理 ， 
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现在 我 们 仿 射 地 变换 冬 了 中 鸭 外 形 ， ETT 被 映射 成 一 
个 等 边 三 角形 T*，。 然 后 ， A4BC 被 映射 到 了 T* 内 部 的 等 边 三 
"HJÉS*. ERROR TT * Mis, i LIB AB'CA’ BC’ MR 
射 成 如 图 8 中 虚线 所 示 的 六 边 形 ， 

由 于 了 "是 最 小 的 并 与 了 相似 ，T 的 每 一 边 至 少 像 了 的 RB 
应 也 一 样 长 ， 因 此 也 就 至 少 两 倍 于 和 人 ABC 的 平行 边 的 长 度 ， 
是 ,T* 的 边 至 少 是 S* 边 长 的 两 信 。 册 于 仿 射 变换 保 持 面积 
比 ， 我 们 仅 需 要 证 明 在 这 些 和 条件 下 多 8 中 虚线 六 边 ES 少 有 
S* 的 而 积 的 两 倍 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 从 s* 的 质心 0 引 T* 的 
边 的 垂 线 ， 作 出 区 9 中 的 虚线 六 边 形 ， 


EE 9 E 10 


图 9 中 虚线 六 边 形 有 着 与 图 8 中 虚线 六 边 形 同样 的 面积 ， 
我 们 把 剩 下 的 作为 练习 留 给 读者 去 证 明 这 个 六 边 形 至 少 有 两 
倍 于 小 三 角形 S$* 的 面积 [提示 ; 从 等 边 三 角形 内 任 一 点 所 作 
各 边 垂 线 的 长 度 和 总 等 于 三 角形 的 商 。 再 记 住 大 三 角形 有 着 
BOAR PDSAB UR]. 于是， 读者 就 完成 了 证 明 ， 

注释 定理 5 是 首先 由 Cross 证 明 的 《〈[5]) . Gross 还 证 
明了 ， 如 果 包 含 K 的 最 小 三 角形 恰 有 KK 的 面积 的 两 倍 ， 那 么 
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K 一定 是 平行 四 边 形 ， Bee MITA T ER? 节 最 后 提出 
的 问题 (1)， 
很 自然 ， 对 于 7 过 3 的 ni 边 形 ,也 可 给 出 定理 5 的 类 似 结果 ， 
下 面 关于 n = 4 情形 的 部 分 结果 看 求 是 新 的 ; 
定理 6 Be TAK SET Oo 中 而 使 
得 
MPO.’ 2) .面积 (K)， 


WB] RO EREKE Ai hm, SK 上 其 

em Em AA.B.C.D. 众所周知 ，ABCD 是 和 面 BU 
一 半 的 平行 四 边 形 ，、 在 网 10 中 用 虚线 通 出 外 切 于 天 的 平行 

mb, ‘EY $31 3 ABCDIJLETI AYERE, FG, HK 
TH. 

An 4t Ye T1 4E UERH TRE ES AQAFBGCHDETS/AGIDÉ Zi 

Inj BT CZ) v/ 2 面积 (ABCD)， 

BARA 


PRICK) oo Cv 2 AT BICABCD) = 2 面积 (Qo)， 


fg PS ue ER EET E. 

我 们 轩 意 到 ， 如 果 让 三 ,F,G 和 后 治 着 Q@ 的 它们 各 自 所 在 
的 边 移 动 ，Z 的 面积 是 不 变 的 ， 而 且 考 虑 COC 和 ABCD 是 He 
HEEBREA T (用 一 个 适当 的 仿 射 变换 ) 。 换 名 话说， 在 
如 图 11 所 示 的 情况 证 明 面 BC Z) = 2 .面积 (4BCD) 就 是 
4$ f. 

fc Fiir, E,F,GHUTIEA ABCDIS HOE Q $i ii 
He. PAR SiR SZ. mm sfut 是 ABCD 
的 边 代 ,而 s 和 t 是 8 的 相应 的 平行 过 的 边 长 ,那么 容易 验证 
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面积 (Z) = g GU st, 


AA EE AD JE IR h A ai BUCO) SMEO) = 2° AB! 
(ABCD) , RHAH t 22st, Fit, MAATE 的 算术 
平均 值 总 大 于 或 等 于 它们 的 几何 平均 值 这 一 事实 ， 得 到 


面积 (Z) = 5 (St^ + SL) v/St/s^ b 


2(V2)st- v2 面积 (ABCD)， 


而 定理 也 就 得 到 了 。 

浅 释 ”我 们 不 知道 是 否定 理 6 已 是 最 好 的 结果 了 .有 可 能 
每 一 个 天 包含 在 某 个 四 边 形 C@ 中 使 得 面积 (CQ) 和 1" 面积 (K)， 
这 里 1< 2 。 希 要 回答 的 问题 为 ,是否 有 一 个 凸 区 RK, 
它 的 所 有 的 外 切 四 边 形 都 有 至 少 是 ( 2 ) 面 积 (K) 的 面积 ? 

^ Fejes Toth ((3,p.38)) 指出 对 于 ">3 的 ”和 按 形 相应 问 
题 的 答案 是 未 知 的 。 
定理 6 对 于 “铺盖 ” 则 集 的 问题 是 很 有 意义 的 。 丰 平面 中 
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KREBS SH WS ROH. ASL. SE 而 的 
BRA? PT LUEK A BAB UL Ee? 换 句 话说 ， 铺 ， "ii 
能 达到 的 最 高 “密度 ”是 什么 ?如果 Qo 是 包 含 K 的 最 小 四 

E, ROSA RES WR A 0T HE RCE 从 请 我 /| ASIN 
KH DME 庶 宇 v2 /2 二 0.707 的 铺盖 。 这 个 铺盖 其 至 有 着 
某 种 程度 的 正则 性 。 那 吉 是 用 K 铺 盖 的 两 个 “点 阵 ” 的 和 集 ， 
参考 文献 [3 包含 了 大 量 的 关于 铺 凑 问题 的 有 价值 的 资料 。 


6. FEHR nhi iR f I] RR 


FUB AY UR FEB A — p OT 

£g rpg YaRbIr mb. ORIN FEB BCK 面积 的 
AER. 

在 解 这 个 问题 中 ， 通 常 假设 矩形 的 边 平行 于 椭圆 的 轴 ， 
为 了 证 明 这 个 假设 是 合理 的 ， 需 要 知道 任何 内 接 于 E 的 矩形 
R 必 有 它 的 边 平行 于 轴 (假设 FE 不 是 圆 ) 。 让 我 们 看 一 下 如 
何 用 仿 射 变换 证 明 这 一 事实 ， 

假设 R 是 内 接 于 E 的 算 形 。 仿 射 地 变换 E 到 一 "BR E. 
邯 么 ， 在 间 一 个 变换 下 ，R 变 到 内 楼 于 EE* 的 平行 四 边 形 R*，。 
让 明和 任何 内 接 于 贺 的 平行 四 边 形 必 是 第 形 ， 这 是 一 个 极 普 i 
的 练习 。 然 而 对 我 们 有 意义 的 事实 是 尺 的 中 心 与 BE 的 中 心 
BA; 因此 ，R 的 中 心 也 必 与 E 的 中 心 重合 。 于 是 ，R 的 外 接 
IB] C 4,5 [A] ft ER Pa. 很 显然 这 样 一 个 圆 C 与 相交 于 四 
个 点 ， 这 四 个 点 正 古 其 边 平行 十 轴 的 矩形 的 顶点 ! 因此 ， 民 
Wh is IX FET BE 

练习 4 用 仿 射 变换 将 求 Ro "TET 
BA SEC RJ [8] eR, 
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下 面 练习 的 结果 可 以 用 -一 个 仿 射 变换 很 容易 便 立 ， 这 个 
练习 忆 练 习 2 是 密切 相关 :的 。 

练习 5 证 明 椭 圆 有 内 部 任何 三 角形 的 最 大 面积 是 (3 3 
/An) WCE). 

下 面 的 在 [3,p.36] 中 证 明 的 定理 对 于 我 们 的 关 于 有 最 
小 面积 的 外 切 ? 边 形 的 考察 是 一 个 补充 : | 

定理 7 如 果 P 是 在 一 个 山区 域 K 内 有 最 大 面积 的 内 接 n 
IG, 552, 


MEPS S. sin RACK), 


而 等 式 仅 当天 是 椭圆 时 成 立 。 

注释 这 篇 文章 的 某 些 例子 在 下 lamkin 和 Newman([6]) 
的 论文 中 也 讨论 了 。 下面 再 给 出 一 个 有 趣 的 练习 。 

练习 6 通过 椭 阅 内 一 给 定点 ， 画 一 条 截 去 最 小 面 积 的 
BA. 

虽然 还 有 其 它 的 或 多 或 少 是 熟知 的 例子 ， 我 们 也 就 此 停 
ET. 


/ 


BP * x M 
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恰 有 两 个 单 色 三 角形 的 相识 图 


Frank Harary 


Goodman[ 3] 证 明了 在 任何 一 个 有 六 个 人 的 RZE, du 
果 任 意 两 个 人 要 么 互相 认识 ,要 么 互 不 认识 ,那么 不 仅 存 在 三 
个 人 彼此 认识 或 互 不 认识 (我 们 已 在 [1]j 中 知道 这 个 结论 )， 
而 且 至 少 存在 两 个 这 样 的 三 人 组 . 

我 们 用 图 论 ( 见 [4]) 的 语言 来 描述 处 理 这 样 的 问题 是 
”非常 方便 的 ， 本 文 将 引用 它 的 术语 及 符号 。 给 定 n 个 上 后， 并 
在 任意 两 点 间 用 一 条 线 相 联 。 这 样 得 到 的 所 ~- 线 图 称 29 n or 
cc 全 图 ， 记 作 扩 ,。。 图 中 的 点 及 线 分 别称 为 顶点 及 边 。 例 如 ， 
6 阶 完全 图 K。 有 6 个 顶 氮 和 15265 (OLD. 


K, 
m i 


完全 图 的 一 个 2- 边 着 色 是 指 将 它 的 每 OD BR PB 
136 


ERLE., 如果 我 们 用 实 线 及 长 划 的 ) 虚线 分 别 表示 绿色 
WREE, NA 2 给 出 了 一 个 使 Kes 含有 两 个 不 相交 的 绿 
三 角形 中 ,但 不 含 红 三 角形 的 2- 边 着 色 。 如 果 我 们 将 实 线 及 
(长 划 的 ) 虚线 分 别 看 作 是 正 边 及 负 边 ， 则 我 们 得 到 一 个 指 
ett SHIA, LOD 23 T-ARA TARH. 


显然 ， 当 一 个 完全 图 Ae 的 所 有 边 间 色 〈 比 如 说 均 为 绿 
色 ) 有 时， 则 我 们 得 到 单 色 三 角形 的 最 大 可 能 的 数目 为 CD 
= 20。 然 而 ， 要 确定 哪些 着 色 方 案 使 得 图 ,中 恰 有 两 个 单 
色 三 角形 ， 这 并 非 是 一 件 平凡 的 事情 。 本 文 的 目的 就 是 变 完 
全 地 确定 出 这 些 方案 ， 

我 们 所 知道 的 关于 ,的 每 一 个 2- 边 者 色 均 至 少 含 有 一 
个 单 色 三 角形 的 最 简短 的 证 明 如 下 。 每 个 顶点 上 必定 通过 王 
条 同色 边 与 另外 三 个 顶点 uu, AR us 连接， 比如 通过 绿色 
X) Cán] IOE R. RR u BuX — TAD. BREA E 
ERU uu; 为 绿色 ， 则 我 们 有 一 个 绿 三 角形 uuiuj。 A 
Wi, uuu, 构成 一 个 红 三 角形 ， 如 图 3 Cb) 所 示 。 


- COCHE FER RR, RR a c RR. idle Pr pug 


D 边 为 同色 的 三 fh ES 8 6 — 8,705. M. ORO. ZARN Æ MUAR 
(i) & AE. — WU 
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(a) 


Ap RE ^D AU AEA“ A”, FEA "D" eR end 
此 认识 ”， 用 “ 绿 边 ” 联 结 表示 “ 互 不 认识 ” 这 样 的 着 色 图 
称 为 相识 图 ， 则 Goodman 的 结论 可 表述 为 ; 

Goodman 定理 ((3D ” 完 爹 图 Ks 的 每 个 2- 边 着 色 均 至 
少 含有 两 个 单 色 三 角形 ， 

下 面 我 们 就 在 Goodman 定夺 的 上 共 础 上 ， 求 出 这 种 相识 
图 As RAE SAAT AT: RT, 的 2- 边 着 色 
AR. RAR, T, RT. VEO, 13 2 MALI. R 
们 将 以 各 种 情形 进行 过 论 ， | 

情形 0 T, 5T ERAT S. 

这 时 有 两 种 可 能 性 ， 

情形 0.1 Ty 与 了 不 同色 ， s 

设 Hual 为 一 个 绿 三 角形 , 且 vivus 为 一 个 红 三 角形 ， 
不 妨 假 定 uv 为 绿 的 ， 如 图 4 所 示 。 则 边 uy, 必定 是 红色 
fu, BA de | uur 将 是 第 三 个 单 色 三 角形 。 类 似 地 ， 
Wu, P fb M ARH, H uw, ARE RE £D I. Ag BH 
5 所 示 。 但 是 SL (E XL uui BABAR AH XJ 
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uw, Kuju, 均 是 绿 的 ) 也 不 能 是 红 的 〈 由 于 有 红 边 uavs 及 
"3)， 这 表明 情形 0.1 是 不 可 能 发 生 的 ，。 


情形 0.2 T. S T, WE. 

假定 Tu; T=. PW, EMM ASN. 952, 
2 u,v, 可 以 是 绿 的 ， 但 其 余 边 vj 及 uv, 过 不 能 为 绿 的 ， 
因为 否则 我 们 将 得 到 第 三 个 单 色 三 角形 。 同 样 地 ， 边 uv 及 
Und, 川 以 是 绿 的 ， 

BZ, UP Ks 的 一 个 2- 边 着 色 正 好 含有 两 个 无 公 蕉 顶点 
的 单 色 三 角形 了 = usus RT, vw 时 ， 这 两 个 三 角形 必 
同色 ， 比 如 说 前 是 绿色 的 ， 则 ujy;G=1,2,3) 这 三 RBA 
以 是 绿 的 也 可 以 是 红 的 ， 但 所 有 其 它 边 都 必须 为 红 的 。 

图 2 给 出 了 Ko 的 一 个 2- 边 着 色 ， 它 使 得 了 KT 均 为 
绿 的 ， 且 其 余 边 均 是 红 的 ， 而 图 6 所 表示 的 是 Ti RTA 
绿 的 ， 且 uivi(i=1,2,3) 这 三 条 边 也 为 绿 的 。 

情形 1 TETRA STARIA. 

在 这 情况 下 ， 我 们 将 发 现 仅 存在 Ke 的 一 个 2- 边 着 鱼 使 
& T, GT, 着 有 不 同 的 颜色 。 

D AXB»Àsuv — Rk ] 
deo onm 


图 6 

情形 1.1 Ti 与 了 同色 . 

图 7 (a)〉 给 出 了 两 个 绿 三 角形 T uuu, FIT, = UY, 
为 了 避免 出 现 第 三 个 绿 三 角形 ， 这 五 个 顶点 上 的 其 余 四 条 边 
均 必须 是 红 的 ， 如 图 7 D 所 示 。 现 在 考虑 第 六 个 项 局 v. 
假定 wv, 是 红 的 。 则 wu 及 wu 必 为 绿 的 ， 出 现 了 第 三 个 绿 
三 角形 wuu. Ak, i ev, 必定 是 绿 的 ， 但 wu 及 wv 两 者 
均 必 为 红 的 ， 由 此 依次 迫使 wu 及 wu, 均 是 绿 的 ， 如 图 7 (C 
所 示 。 可 是 ， 这 时 又 出 现 了 第 三 个 绿 三 角形 uy. BU, 
情形 1.1 是 不 可 能 的 ， 
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情形 1.2 T, 与 了 不 同色 ， 

i$ Ti = uuu, 是 一 个 红 三 fA, HT. =u, 是 -一 个 绿 
三 角形 ， 如 图 8 a) Bps. BB uv 为 何 种 颜色 是 无 关 紧 
要 的 ， 我 们 可 假设 它 是 绿 的 。 如 图 8 (00 所 示 ， 我 们 接连 地 
PO UVa UW M uw, 的 颜色 必须 分 别 为 红 的 ， 绿 的 ， 及 
红 的 ， 这 样 ， 我 们 完成 了 对 这 五 个 顶点 上 的 十 条 边 的 着 色 ， 


且 发 现 每 种 颜色 的 边 恰 有 五 条 。 
| v. ^D 
/ 4 
(a) 
8 


SUE ABIES AS GL ©. IRE ws! 是 绿 的 , 则 wu 及 wu, 
网 者 均 必 为 红 的 。 于 是 wuu 是 一 个 红 三 角形 。 因 此 ，wv 必 
须 是 红 的 ， 为 避免 第 二 个 单 色 三 角形 的 出 现 ， 我 们 不 得 不 相 
继 地 让 wu, Gas, wv, RAE, H wu 着 绿色 。 实 际 上 ， 
到 了 这 步 不 管 让 所 剩 下 的 边 wu 着 什么 颜色 都 没关系 ， 我 们 
部 将 仍然 仅 有 原来 的 那 两 个 单 色 三 角形 了 T, AT. RN 在 图 
9 中 用 打点 的 虚线 来 表示 边 wu 的 这 种 自由 选择 

情形 2 T 与 了 。 有 一 条 公共 边 。 

显然 ， 当 两 个 三 角形 有 公共 边 时 ， 它 们 必 着 有 同一 颜 
色 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 T, ST. 均 是 绿 的 。 对 于 情形 2 
中 的 各 种 可 能 的 细节 ， 我 们 可 以 完全 类 似 于 情形 0 及 情形 1 
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来 进行 分 析 讨 论 ， 最 后 得 到 Ke 的 唯一 的 2- 边 着 色 ， 如 图 10 


Hm 9 Bi 10 


综合 上 述 各 种 情形 ， 我 们 得 到 

定理 存在 Ks 的 2- 边 着 色 使 得 它 焉 好 含有 两 个 音色 三 
MET: E. T4, RET ST, 可 以 有 0,1 或 2 个 公共 顶 扩 。 
mA. T; 与 了。 不同 当 且 仅 当 它 们 仅 有 一 个 公共 顶点 。 

Ks 的 所 有 这 样 的 2- 边 厦 色 分别 出 图 2,6, 9 及 10 所 示 ， 

在 我 们 关于 图 的 Ramsey 推广 埋 Ye 的 系列 文章 [2] 的 概 
PAST ERA. 而 且 许 多 其 它 的 相似 问题 可 如 下 产 
生 。 给 定 一 个 无 笑 立 点 的 其 它 小 于 图 ?> ， 试 确定 完全 图 Kn 
的 哪些 2- 边 着 色 所 含 单 色 子 图 下 的 数 日 止 好 达到 最 小 ， 

A.Schwenk 在 阅读 本 文 的 初稿 时 ， 从 上 列 图 中 注意 到 在 
Ke 的 每 一 个 含有 最 少 ( 即 2 个 ) 单 色 三 角形 的 2- 边 着 色 中 ， 
那 丙 个 单 名 子 图 上 的 每 个 项 点 的 度 @ JUT RES. 并 且 ， 他 成 


(D 如 取 四 边 形 ， 五 边 形 等 ， — gt 
Q 押 的 项 点 的 变 是 指 图 中 与 它 相 联 的 边 的 数 背 。 一 一 译注 
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功 地 将 这 一 观察 到 的 结果 推广 到 任何 完全 图 Kp 的 含有 最 少 
单 色 三 角形 的 2- 边 着 色 上 。 而 这 个 最 尹 单 鱼 到 角形 的 数目 已 
由 Goodman fà faith ze H1. 
定理 (3p itt ëK 的 一 个 259 P HER OL 
角形 的 数目 ， 则 
>o- CH) 


THERA AE Goodman 的 论文 中 ，Schweng[6] 
依靠 这 个 定理 不 仅 得 到 了 对 Goodman 的 结果 的 另 一 证 明 ，, 而 
玉 作 为 定理 的 推论 ， 他 获得 了 -种 不 和 青 鉴 上 述 那些 令 人 筋 疲 
力 尽 的 推理 过 程 吕 能 导出 图 2,6, 9 及 10 中 所 表示 的 Ke 的 2- 
AL GR E. 

像 书 [ 41 一样， 我 们 ASCO ER ACGO. 分 别 表 示 图 C 的 顶 
BAT Ge) RE Rie ARES MH, OR Bo, fli 不 小 于 x 的 
起 小 整数 为 {x} = -L- xj, WRT A 

定理 (060 上 而 定理 中 的 上 和 达到 下 界 当 且 仅 当 在 Kp 
光一 个 2 边 着 色 中 的 短 个 单 色 子 网 C 的 所 有 项 所 的 度 均 尽 可 
能 地 接近 〈(p- 172， 使 得 当 p23 (mod 4) 时 ， 


p=] {Pos 
r, «8D AQ |" 5 } 


ifj Hp p=8cmed 4) B, GAZi —A TUR 的 度 为 (p - 3)/2 
sm (p+1)/2, iu Hox Bii t9 REA (o - 10/2. 
$ 3X3 Xx B 


(11 C. W.Boslwick, E 1321, Amer, Math. Monthly ,66(1959)> 
141—142, | 
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L2] V.Chvátal and F.Harary, Generalized Ramsey theory 
for graphs L,IL,III, to appear, 
(8] A.W.Goodman,On sets of acquaintances and strangers 
at any party, Amer.Math.Monthly,66(1959), 778—783, 
[4] F.Harary,Graph Theory,Addison-Wesley,Reading ,1969, 
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纽 结 理论 中 的 新 型 不 变量 


L.H. Kauffman 原著 ， 斑 幼 守 改编 


编者 按 Jones 在 1984 年 发 现 了 一 个 新 的 纽 结 不 变量 ， 
因而 获得 了 1990 年 京都 国际 数学 家 大 会 上 颁发 的 Hields 奖 , 
后 来 ,Kauffman 发 现 了 Jores 多 项 式 的 一 个 完全 初 等 的 讲 


法 ， 本 文 就 是 他 的 这 种 初等 讲法 的 介绍 。 详 细 的 内 容 可 以 参 
看 UL.H.Kauffman, On Knots, Princeton Univers- 
ity Press, 1987, Princeton, New Jersey, 


我 们 希望 通过 本 文 使 读者 对 这 类 新 型 纽 结 不 变量 有 所 了 
解 ， 并 且 产 生 兴 趣 。 


$1 $ 35| 


1.1 从 三 时 结 (trefolt) white 


三 叶 结 ( 见 图 1》 只 一 个 典型 的 纽 结 (knot); 它 可 以 者 

成 由 一 条 绳子 打 一 个 结 后 ， 搂 上 两 端 而 形成 的 (如 图 2 所 

示 )。 如 时 我 们 不 打 结 ， 而 直接 将 绳子 两 山 接 上 ， fr PURI EU 
H oi A AAS Cunknotted circle), 


ee ee — 


(D New Invariants in the Theory of Knots, Amer. Monthly 
of Muathematic, €5(1088), 105—242. La FREER PHROARERAS, 
LL Tip Sim fe Kauffman 的 原文 还 包括 其 它 娄 型 的 不 变 多 项 式 及 其 相互 关 
系 ， 紫 外 还 有 组 结 理论 在 图 论 和 统计 物理 学 中 的 应 用 。 读 者 可 进一步 参考 原文 ， 
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Se amour amr wur ria 9 ee RR Alla rari rr — mo i m n em 


(实体 图 示 ) (抽象 图 示 ) 


-8、 


«- (Q2 
HOB 
(cma (HR (=H 
图 2 


直 感 可 以 告诉 我 们 ， 三 叶 结 与 普通 的 圆圈 在 迫 扑 上 是 不 
相同 的 。 也 就 是 说 ， 无 论 怎 样 变形 ， 只 要 不 使 绳子 断 开 ， 我 
们 就 不 可 能 把 它们 的 形状 变 成 一 样 的 ， 

怎样 说 明 我 们 的 直 感 的 正确 性 呢 ? 我 们 可 以 用 它们 所 附 
带 的 、 具 有 拓扑 不 变性 的 量 ， 即 通常 所 说 的 拓扑 不 变量 ， 把 
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EX 23F. Ae EVR, MeULUI z np 结 确实 是 一 个 组 结 
(ul F oso. (ES 2 中， 我 们 还 将 进一步 证 明寺 中 s 
cL A hie nj (chirab iy, Hie g & RRR (mirror image) B. 
有 不 同 的 拓扑 ， 也 就 是 说 ， 图 2 中 所 给 出 的 2,0 两 种 三 时 结 
( 互 成 镜像 )， 在 拓扑 上 有 着 本 质 的 区 别 。 


1.2 FRA 


在 前 文中 ， 我 们 已 用 平面 图 形 表示 三 维 欧 氏 空间 中 的 实 
体 ， 这 样 做 是 清晰 和 有 效 的 。 如 图 2 所 示 ， 

实际 上 可 以 这 样 来 看 ， 我 们 把 纽 结 或 环 链 (link)“ 摊 JE" 
在 平面 上 ， 出 现在 我 们 面前 的 ， 是 一 些 平面 曲线 段 及 其 变 义 
(crossing)。 这 里 的 “交叉 ”有 两 种 情形 (光圈 3), 分 别 对 
应 于 曲线 段 相 交 时 两 种 不 辐 的 “上 ”“ 下 ”相对 位 置 (参见 图 
1)。 间 样 ， 最 简单 的 环 链 如 图 4 所 示 。 


poet 
—_— s f « 
PR 交叉 
(a dE B tH) (a 在 下面》 
m" 3 
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CF ia UE a) (平面 图 形 b) 


B 4 
换言之 ， 我 们 可 以 将 纽 结 和 环 链 看 成 是 在 一 个 全 价 平面 
各“ 郝 在 每 个 顶点 有 四 个 价 键 的 平面 图 ， 也 就 是 每 个 顶点 只 
SPREE Heese A) 上 的 附 磊 结构 《〈 即 选择 如 图 3 所 未 的 一 
定 的 “区 义 ” 方 式 )， 鞭 中 的 平面 图 称 为 它 的 通用 像 〈univ- 
erse), Bg 5 画册 的 是 三 叶 结 及 其 通用 像 。 


BARR 
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为 便 于 分 析 了 研究 起 见 ， 以 后 我 们 所 谈 到 的 纽 结 或 环 链 ， 
者 是 指 它 们 在 平面 上 的 相应 图 形 。 但 是 我 们 应 该 定义 等 价 关 
系 及 其 等 价 类 ， 使 得 表示 三 维 空 间 中 同一 个 纽 结 或 环 链 的 所 
有 平面 图 形 是 彼此 等 价 的 。 比 如， 图 4 显示 了 双环 链 的 两 种 
平面 图 形 ， 这 两 个 图 形 应 该 是 等 价 的 ， 


1.3 图 形 的 等 价 


形象 地 说 ， 通 用 像 就 是 纽 结 或 环 链 在 平面 上 投射 的 影 
子 ， 一 般 地 ， 一 个 具有 7 个 顶点 的 通用 像 ， 是 2" 个 对 应 的 组 
结 或 环 链 的 投影 ， 其 中 包括 了 许多 没有 结 扣 的 组 结 和 没有 环 
sen SE (参见 图 5 )。 于 是 ， 我 们 需要 定义 等 价 关系 的 另 
一 日 的 ， 是 使 “无 结 ” 和 “无 环 套 ”具有 明确 的 意义 ， 

组 结 或 环 链 ) 的 等 价 是 由 以 下 四 种 平面 图 形 基本 运动 
来 实现 的 。 一 种 是 所 谓 的 纽 结 RAO 的 通用 像 的 变形 
(严格 地 说 即 通用 像 在 平面 中 的 外 围 空 间 的 同 伦 变 形 ) ， 并 
且 保 持 各 顶点 的 交叉 结构 不 变 ,简称 为 平面 合 痕 ( 参 见 图 6， 


A4 


Ho FRA 


3 


另外 三 种 基本 的 图 形 运动 统称 为 Keidemeister x& 动 ， 简 称 为 
R-AZ, ETERN (XX ZARR- EZ: 
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1 ， 增 加 或 去 掉 一 个 曲 卷 式 交 又， 
， 移 去 或 增添 两 个 邻接 的 下 《或 上 ) FXX: 
ll. 三 角形 运动 。 


ea 


图 7 各 种 类 型 的 -运动 


在 二 十 年 代 ， Reidemeister 证 明 以 上 四 种 运动 Æ W T £H 
结 MPs) 的 空间 合 痕 。 也 就 是 说 ， 空 间 中 的 两 个 纽 结 
(RAE) 可 相互 变形 〈 在 外 围 空 间 同 伦 意 义 下 ) ， 当 革 仅 
当 它 们 的 平面 图 形 可 以 通过 以 上 四 种 运动 来 相互 变换 。 

图 8 给 出 了 变形 为 无 结 环 的 空间 合 痕 。 图 9 解释 了 8 字 
形 纽 结 与 其 镜像 E* 之 间 的 空间 合 痕 ， 其 中 最 后 两 步 是 平 
I e. 


GP 0S «geo 


Rs ^N 
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< 
E 


©) 
A 


m 9 


tie, Kn EU X EUEASGR RUP AE An P. KAT 
纠结 《或 环 链 ) 是 等 价 的 ， 如 果 存 在 一 系列 《有 限 多 个 ) 
Roa 3] 和 平 身 合 痕 将 其 中 一 个 变 成 另 一 个 。 称 纽 结 RH 
链 ) 的 一 个 量 或 一 个 恬 质 是 不 变 的 ， 如 果 它 在 纽 结 (或 环 链 ) 
的 等 价 变形 下 是 保持 不 变 的 。 所 以 我 们 所 说 的 不 变量 就 是 纽 
结 ( 或 环 链 ) 的 外 围 空间 的 拓扑 不 变量 ， 

纽 结 (或 环 链 ) 的 分 支 数 显然 是 一 个 不 变量 。 这 只 要 注 
意 到 ， 平 面 合 痕 得 R- 运 动 都 不 改变 分 支 数 。 无 论 图 形 多 么 复 
条， 我 们 都 可 以 用 下 述 方式 来 确定 它 的 分 支 数 : EX EL - 

点 ， 治 狐 走 完 一 圈 〈 途 中 可 能 要 经 过 若干 交叉 点 ) Me 
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出 一 个 分 支 : 再 选取 不 在 该 分 支 上 的 其 他 弧 上 的 点 如 法 炮制 ， 
便 可 确定 下 一 个 分 支 。 人 参见 图 10， 


ZN 


图 10 三 个 分 支 的 环 链 


由 分 支 数 的 不 变性 知道 ，C2 和 OO 是 不 等 价 的 ,但 仅 由 
分 支 数 , 尚 无 法 区 分 OO 和 DM I CCTEECAE ISTE 5S =H. 
这 说 组 分 支 数 是 一 个 很 弱 的 不 变量 。 所 以 我 们 需要 寻求 及 研 
究 各 种 不 变量 和 不 变性 ,以 便 能 够 区 分 不 等 价 的 纽 结 ( 或 环 
链 ) 。 


在 $2 中 ,我 们 将 利用 不 变 多 
i GRR ERA. (E. R 


们 先 作 一 些 最 初等 的 讨论 。 — 
Hr 如 图 11 Bras, d 们 在 三 叶 
黄 、 蓝 . 称 一 个 纽 结 图 形 是 可 三 着 


Bl 三 叶 结 的 三 着 色 色 的 ,如 果 存 在 一 种 染色 方式 ,使 
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它 的 每 段 话 染 成 红 、 黄 或 蓝 色 中 的 一 种 ， 并 且 这 三 种 颜色 的 
MABE, WIPE Rit REAM y OQ) 


或 者 出 现 三 种 颜色 或 者 只 出 现 -- 种 颜色 。 显 然 ， 三 叶 结 是 可 
ZEA. 5—Jj) m n LLuEBI CRT IFEAD., 2885 C— 722 3X 
的 可 三 着 色 性 在 R- 运 动 下 保持 不 变 ， 从 而 可 三 着 色 性 是 纽 
结 的 一 个 不 变性 。 进 一 步 ， 注 意 到 无 结 的 图 是 不 可 三 着 色 的 
( 它 只 有 一 条 闭合 弧 )， 这 就 清楚 地 说 明 二 时 结 不 可 能 是 无 
£m. 

从 证 了 明 的 过 程 中 我 们 看 到 ， 通 过 对 不 变性 和 不 变量 的 分 
析 研 究 ， 可 以 使 -- 些 奇妙 的 结果 清晰 地 显示 出 来 。 随 着 各 种 
各 样 的 不 变量 的 发 现 和 研究 ， 我 们 就 会 走 进 一 个 丰富 多 采 的 
HEA, FEA HE oe aa Fb SE MK ll. RP SS. 


1.5 WSs (linking number) 


现在 我 们 引进 环绕 数 这 个 不 变量 ， 给 两 条 直线 互相 纠 顷 
的 程度 提供 一 个 衡量 的 尺度 。 

一 个 环 链 称 为 定向 的 ， 如 果 它 的 每 个 分 支 都 沿 着 弧 标 定 
一 个 方 回 ， 并 且 这 个 方 辣 在 通过 交叉 所 时 不 改变 。 如 图 12 所 
示 ， 双 环 链 有 四 种 可 能 的 定向 。 


O) 60 0 QD 


图 12 双环 链 的 四 种 定向 
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DL ami p £z -—] 
Lo OE (0,2) | N 0€ (—x,0) 
His 交叉 符号 和 交叉 角 范 转 


对 定向 环 链 的 每 个 交叉 点 ， 我 们 按 图 13 中 所 示 的 方式 给 
出 交叉 符号 (crossing sigas)， 即 ， 设 在 交 X AAEM LAM 
Bt 5 1: 75 TEL 75 SLE HS 1E 25 EA 为 9， 则 交叉 符号 是 
+t, MOcd<cn; 
-1, *-m<9<0, 

假定 一 个 定向 环 链 的 两 个 分 支 是 a 和 PB, 以 onB 记 a 与 
B 的 交叉 全 体 ( 不 包括 自身 交叉 )， 则 a 与 8 的 环绕 数 定义 为 


e = sign 0=| 


l 
ika, pD = 之 / EP, 
Peang 


其 中 se(p) 是 p 的 交叉 符号 。 用 语言 叙述 了 就是， 两 条 定 同 曲线 
的 环绕 数 是 它们 的 交叉 符号 和 的 一 半 。 例 如 在 图 12 中 ， 


Ik(a, , B.) =U +1)=i, 


I 
lk (az, B.) = “9 -1-1)= -1, 


lk (a4, B4) =!k(a,,f8,) =1, 
Ik(a,, B.) = lka, B,) = — T. 
一 旦 标定 两 个 分 支 的 方向 ,直接 分 析 R- 运 动 就 得 到 环 缆 
数 是 一 个 不 变量 〈 对 指定 方向 而 言 )。 事 实 上 , I 型 运动 与 环 
绕 数 没有 关系 ; 工 型 运动 同时 添加 或 减少 各 一 个 +1 和 -1 
从 而 总 和 不 变 ， 下 型 运动 也 不 改变 交叉 符号 的 总 和 。 
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EM à p o 
EA, TLE Rn fA E IA], C2 (C) FSSSCESE. 而 双 


环 链 无 论 霸 样 定向 ,环绕 数 总 是 非 过 的 .这 足以 说 明 双 环 链 确 
eA HAE ea. PR UB T. 
例 1 


这 是 以 拓扑 学 家 JHC. Whitehead 命名 的 环 链 。 虽 然 其 
PEGA (BE a HH SEE RSA. 这 件 事 情 在 8$ 2 中 将 会 
进 -- 步 说 明 ， 

例 2 


HR Ag SE Obit he aud: 保持 端点 固定 ， 我 们 有 


£9) J 

EA. DY 

XX A Se f Bet a Pia PE EUER TRASUEX A 
THAU, BARA 


~ Eu 


如 果 在 带子 的 两 条 边 上 标 以 同样 的 方向 ， 我 们 就 可 以 看 


> iCi- —1)2—1 
-( x lc j- D=- 
A (自身 交叉 点 不 计数 ) 


值得 注意 的 是 ， 卷 曲 形 式 。 人 @ 。 对 于 环绕 数 的 贡献 与 自 相 
交叉 -~ 久 -的 交叉 符号 是 一 致 的 | 

利用 以 上 的 观察 ， 可 以 求 更 复杂 的 环 链 的 环绕 数 ， 例 如 
US 每 个 曲 卷 给 出 十 1 


>< KERK AAH a=] 


所 以 
lik(a,B) =2x1+1=3. 


事实 上 上， 对 于 一 个 纽 结 图 形 可 以 加 上 一 条 平行 边 成 为 一 个 双 
环 链 ， 因 而 我 们 可 以 求 出 所 得 环 链 站 的 环线 数 ， 它 恰好 等 于 
Oe 例 如 


AS 


( 纽 结 天 ) | GRE K) 
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lk (a, B) 2 wCÁ) — 3, 
iX HAS wOO PAK frd Orithe, "EJER E K PER, 
因为 在 工 型 运动 下 它 的 值 将 改变 土 1， 但 它 却 是 如 上 所 述 的 
伴随 坏 链 KK 的 一 :个 不 变量 ， 
Ba 


5 e 0)» 


k(K) =w(K)= +1, 
HFE ARAMA, EROGO 为 到 的 拧 数 是 适当 
的 ; dell HERES (twist number) T(K) 用 于 绕 在 一 起 的 两 


条 边 。 我 们 称 © 为 一 次 完全 正 盘 绕 ， 记 作 
r( HD )=+1. 于 是 ， 对 于 缠 在 一 起 的 平行 边 所 组 成 


的 环 链 过， 我 们 就 有 公式 

IkCE) =w(L)+T ch), 
HJ, MKB HAR -RMUHHKAR, LTRMRARS 
$n. filin 


MEE i. 
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k(h)=wiL)+T(h)=1+1=2, 


lan 
MD ZS 


w(L)= +3, TCh)= -3, 
Ik(L) =3-3=0, 


这 是 具有 零 环线 数 却 环 线 在 一 起 的 环 链 的 又 一 实例 。 在 
$ 2 之 后 ,我 们 可 以 证 明 它 实际 上 是 有 旋回 的 。 

在 本 节 结 束 之 前 ， 应 该 特别 指出 的 是 ,公式 此 (了 上 ) = 
wCL) ATD aA 认为 是 用 合 平行 环 链 的 - -种 “和 守恒 律 ”，。 
ww(L) 和 (LL) 每 一 个 都 不 是 拓扑 不 变量 ， 但 由 于 它们 的 和 是 
拓扑 不 变量 ， 从 而 它们 的 和 一 定 是 常量 (在 等 价 关 系 下 ) 。 
这 个 观点 已 经 用 来 帮助 理解 双边 DNA 的 几何 ， 从 而 使 纽 结 
还 论 与 分 子 生 物 学 之 间 在 七 十 年 代 末 期 产生 奇妙 的 结合 。 


例 4 


§2 括号 多 项 式 


2.1 方 括号 多 项 式 
本 节 的 主要 目标 是 引进 新 型 不 变量 一 一 不 变 多 项 式 。 为 
比 ， 我 位 先 对 非 定向 环 链 (或 组 结 ) 的 每 个 图 彤 定义 对 应 的 
多 项 式 。 
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记 ZfA,B,4dj 是 变 元 A ,8 和 4 的 三 元 可 交换 多 项 式 的 
集合 。 对 给 定 的 非 定 向 图 形 拓 ， 我 们 用 下 述 公 理 来 确定 相应 
R89 «XL K1cZLA,.B,d]. 


35:5 Ae 


(D [2c]-A[ ~ ]-5[2C], 
L =< J=8[ X H-A[2 C], 
(2) L O K)]=a[k], 
[ © J=d. 
这 两 个 公理 的 直观 解释 如 下 。 
首先 注意 ， 一 个 非 定向 交叉 在 其 顶点 附近 的 四 块 区 域 分 
成 两 对 。 我 们 约定 ， 把 由 上 方 曲线 逆 时 针 旋 转 至 下 方 曲线 所 
扫 过 的 两 个 区 域 取 成 一 对 ， 标 以 记号 A， 另 一 对 区 域 标 以 B 
Cin P Ata) 。 于 是 ， 公 理 (1) 中 第 一 个 公式 就 读 成 
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其 中 和 A 对 应 于 将 A 区 域 打通 的 切割 ， 而 B 所 对 应 的 是 将 8 区 
MIT BHO. LRAT, AB (1) 中 第 二 个 公式 的 意 
义 是 明显 的 。 这 里 应 指出 的 一 点 是 ， 这 两 个 方程 中 的 交 又 ， 


代表 着 包含 它们 的 整个 图 形 。 也 就 是 说 DCCC 要- 


分 别 看 成 二 个 其 他 部 分 都 相同 的 图 形 的 组 成 部 分 。 例如， 公 
理 (1) 中 第 一 个 展开 式 代 表 了 诸如 


[ 68, 1 一 a 1 + sf OW 


的 这 些 具 体 的 公式 ， 

公理 (2) 是 说 ， 妆 图 形 中 出 现 一 个 单独 的 圈 时 ， X348 
号 多 项 式 就 等 于 去 掉 该 图 后 的 图 形 的 方 括号 多 项 式 与 4 的 乘 
Pi. Rend, (NAB BAA I= 4 。 例 如 


[ OR jd. 


显然 ， 利 用 这 两 个 公理 通过 逐步 展开 成 简单 闭 曲线 可 以 
递归 算出 [K ] 的 值 ， 需 要 说 明 的 是 方 括 号 多 项 式 与 (利用 公 
理 (1)) 打 开交 叉 的 次 序 无 关 ， 从 而 对 每 个 图 形 来 说 是 唯一 确 
EB. XE. HUE DK 36k 7r K (8 AE U m Pp 3G 
上 的 和 式 。 

设 U EK OBR, PIC SRA RAE TEU 的 每 个 
顶点 选 定 一 种 切割 的 方式 ， 在 每 个 顶点 的 切割 用 记号 表示 出 
来 (参见 图 14)。 图 15 所 表示 的 ,是 三 时 结 的 通用 像 的 一 个 状 
态 及 其 所 对 应 的 切 制 。 如 果 天 有 站 个 交叉 ， 即 其 通用 像 忆 有 
V 个 顶点 ， 则 局 的 状态 的 数目 就 是 27 个 。 
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XX XX 


图 14 顶点 记号 及 其 所 对 应 的 切 寡 


ce ce. 


图 15 状态 及 其 所 对 应 的 切割 方式 


给 定 非 定 向 图 形 K 和 它 的 通用 像 的 一 个 状态 5， 我 们 总 
以 1S| 记 通用 像 在 S 所 对 应 的 切割 下 所 得 到 的 连通 分 支 〈( 都 
是 简单 用 曲线 》 的 数目 ， 以 tx(5) 记 在 S 中 打开 4A- 通道 的 数 
H. LA IKORE S 中 打开 
B-E 上 日、 显然 ,无 
的 交叉 数目 站 =I(CS)+ 
KCS), Hp SAKK AH 
像 的 任 一 状态 。 例 如 在 左 图 
中 有 

Ik CS) = 2, 

]jk($) 23-221; 

IS| 71. 

下 述 引 理 给 出 了 图 形 的 方 括号 多 项 式 的 唯一 的 值 ， 它 直 


接 用 括 妃 公理 淮 及 三 变 匹 的 可 区 换 性 展开 而 得 到 ， 它 也 可 作 
为 LK J89 CE 68 EJ 9 uu x. 
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引 理 2.1 LK j= DAS BK d^, 其中》 表示 在 
5 S 


K 的 通用 像 的 所 有 状态 上 求 和 。 


2.2 不 变 多 项 式 的 衍生 

建立 方 括号 多 项 式 以 后 ， 我 们 所 关心 的 问题 是 ， 在 什么 
条 件 下 它 可 以 衍生 出 拓扑 不 变量 。 它 在 平面 合 痕 下 显然 是 不 
谈 的 。 我 们 需要 进一步 莹 祭 它 在 R- 运 动 下 所 产生 的 变化 ， 


引 理 2.2 [3 J=AB[DC]+(ABd+4'+B)D( X], 
证 明 [2€ ]j=4[]+E[ 2. ] 
=A") IF ABL Se ] 
+BA(PCI+BL KX] | 
—ABUOC ]-- CA! -- ABd -- BC TX ]. 


由 此 可 见 ， 如 果 AB= 1，4= ~ A-B, RT] 便 得 到 
JE IL R- 运 动 下 的 不 变性 ， 
引 理 2.3 着 [ 2 J-C] W. ] 在 豆 型 R- 运 动 下 
tH RE 
ug [ 7$ ]=4[ 2€ Hal 2€ ] 
sal SE HBL 1 
=A[ Fe ]+B[ >K 1 
‘=[ re J. 
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本 节 以 下 我 们 总 是 假定 呈 =4- dz= - ， HR 


别 记 | 
X«K»2d^"[DK], 


于 是 相应 的 公理 成 为 


(1) (DO) =A RODO), 
(DE) =B; X) ADO? 
(2) (OK) —-d(K), 
( O =l. 
这 种 特殊 的 括号 < OTE MAY R—suj PRA. EL 
R~ 运 动 下 ， 它 的 变化 如 下 


51 理 2.4 & a= — A’, iil | 
CO =al AM), 
(0 =a Aen), 


证 明 OSA, STOAT ) 
CACA A DHA EA) 
=a 一 一 )， 
(CO YS=ACNWT +A TTS) 
一 (4 十 4 一 4 一 4 C07) 
=g (一 人 ), 
我 们 称 由 了 ,下 型 R- 运 动 所 生成 的 等 价 关 系 为 正则 合 痕 
(regular isotopy)， 则 <K> 是 天 的 正则 合 痕 不 BR. 
在 $ 上 中 已 经 知道 ， 定 向 图 形 天 的 拧 数 wK) NE XE 
号 之 和 和》 是 一 个 正则 合 益 不 变量 。 我 们 对 定向 的 KK 定义 
[x5 a KKk>, 
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ae 


其 中 < > 与 定向 无 关 ( 当 的 分 支 数 为 1 时，w(K) 也 与 定 
向 无 关 )， 则 大 在 工 型 R- 运 动 下 也 是 不 变 的 ， 因 而 是 天 的 
一 个 外 围 合 痕 不 变 多 项 式 ， 称 之 Ay Kauffman ZHR. 


2.3 无 旋 向 性 的 一 个 必要 条 件 


注意 到 括号 公理 和 拧 数 定义 ， 王 述 结论 是 显然 的 
引 理 2.5 对 定 回 图 形 K 以 及 反 彰 其 所 有 交叉 而 得 到 的 
镜像 K*, 2 OSA RA A an PX: 


<K*>(A) = XK5CA7 D, fut CA) = frl’), 


在 这 里 ， 我 们 总 是 将 <K> 看 成 4 的 一 个 表达 式 。 如 果 用 AU 
代替 <K> 中 的 4， 所 得 的 表达 式 号 成 <K>(4-0) 因此 <K> 的 
原来 的 表达 式 也 号 成 <K>(A4)、 

”推论 定向 和 图 形 天 无 旋 向 的 必要 条 件 ， 是 


[y CA) 一 fkCA D, 


AN fx 在 形式 上 一 定 可 以 表达 为 


fr=ao+ 2'a,CA' +A*), 
B-1 


Bich (a,|#=0,1,2,+°,m} ie —28 5. 
证 明 KE K~K*, Mai di /k fs A xe Bk BS 
fk freta M fk CAD S flA) = F(A"). UE. 
夺 此 ， 我 们 可 以 证 明 三 叶 结 的 有 旋 癌 性 ， 证 法 是 筷 今 为 
止 最 为 简便 的 。 计 算 如 下 ， 
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(@ =a & tat ) 
= Aat A an? 
二 一 At— A‘, 
(AY )=4( @ +47 DY) 
T =A AA tA a" 
=— A — A’ +A’, 
wT) = 3, 
fr=a <T>= —A?(— A? - A3 - A71) 
= A-t+A-! e ATS, 
所 网 fr(A) = AtA- ATIS 


aA! + AY — A = f(A), 
从 而 荆 有 旋 问 。 


至 于 Whitehead X& EW, PET $E Sp i /w CAD 7 
fy CAD , 即 克 是 有 旋 向 的 ,从 而 多 是 非 平凡 的 坏 链 。 计 算 如 
x, | 
w(OW)-0, 


(W)-A( (Bp > 十 4 (Bp ) 
=a Gp H ©» +A (gv 


= Ad Q-A79(4( (G» ?+4 @ >) 


= A CL 41I— A7 4 0— A79 (Ga A727 (ob ) 
= —A'—1+(1-A')(- A‘ A)? 
= A5 -2A* «1-247 +A- A, 
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fy 2a 0 0Ws 
-48—24*4]1—2A-* + A-8— ATI, 
fyCA) - fy (A71)  - ATI & AI, 
其 中 W 的 图 形 如 下 图 所 示 : 


Cc 


$ 5 交替 纽 结 和 环 链 


”利用 括号 多 项 式 ， 我 们 可 雇 得 到 有 关 交 赫 纽 结 和 交替 环 
链 的 一 些 精细 的 结果 。 其 根据 是 ， 在 确定 出 <K > 中 4 的 最 高 
UA max deg<K> 和 最 低 次 需 min deg<K > 之后， 这 两 者 之 差 

span<K>=max deg<K> — min deg<A> 
是 一 个 不 变量 。 


38.1 Kauffman RAER 


一 个 环 链 〈 或 组 结 ) 称 为 交替 的 ， 如 果 它 具有 一 个 交替 
图 形 ， 也 就 是 在 每 个 分 支 上 沿 固定 方向 前 进 时 ， 途 经 交叉 处 
的 方式 是 上 -下 -上 -下 … 交 替 出 现 的 (参见 图 16).， 

如 无 特别 声明 ， 我 们 总 是 假设 通用 像 是 连通 和 的 。 易 见 ， 
如 果 把 遂 用 像 所 围 成 的 区 域 黑 白 相 间 地 染色 《每 个 局 部 都 像 
是 国际 象棋 租 的 一 部 分 ) ,那么 对 交替 图 形 来 说 ， 在 每 个 交叉 
处 的 -对 黑色 区 域 或 者 都 是 A- 型 的 、 或 者 都 是 B- 型 的 〔 参 
凡 图 16， 这 里 的 A,B 与 定义 括号 多 项 式 时 区 域 4,B 的 区 分 
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是 一 致 的 ) 
我 们 知道 ， 括 号 多 项 式 是 由 如 下 的 和 式 给 出 的 ， 
<K> = DAT Jp S d'IS! 


— S At Hans ~ A? — A7331Si71 
S 


AS ,表示 所 有 的 切割 都 是 打开 4A- 通道 的 状态 ，Ss 表 示 所 有 
的 切割 都 是 打开 -通道 的 状态 ， 则 

ix(S4) =V, 1n(S4) =0， 

in(Sg) =0, Jk GG =V, 
其 中 V I KA. MRR Kiljzi. RNB 
Aye, CA) A- 型 区 域 染 成 黑色 )， 则 在 状态 S4 下 所 有 的 
黑色 区 成 打道 成 为 一 个 大 的 黑色 连通 区 域 ， 并 且 该 区 域 边 褒 
的 每 个 分 支 恰好 是 相应 的 白色 区 域 的 边界 〈 都 是 简单 用 曲 
线 )。 记 和 白色 区 域 的 数目 是 不 ， 则 1S4| =W。 参 看 图 17， 其 
rh Bf: Ix BRA, RAR RB, V 是 交叉 数 。 于 是 ,Sa 
所 对 应 的 项 为 47YC- A*- A77. AE, Sa 所 对 应 的 项 为 

A’ *¢ _ A? — A7) | 


167 


V=17 
W=7,B=12 
R=7+12 

=V+?2 
iSal=7=W 


Sa RE 


国 17 状态 Sa 


g = <KiS>, 
ja <K|S> = AikGdyGdqisci) mex» 2; | 


CK | S» ff Bii RB I XC 
max deg<K | S» 2 14,(8) — 7x05) 4 2C1|9] - D, 
Be AIR RTA ER AK 
min degcK | S>=1n(S) -iK - 2€|S1 - D. 
对 交 区 图形， 我 们 已 经 计算 出 
max deg<K|S,>=V + 9(W 一 1)， 
min deg<K|S,>= - V - 2(8- DD, | 
3 T fi Ef s 9 ERR CREE X eee 
yi RE. xx B. ARE — TRE S nee 
成 是 从 StH REM OO 个 相应 交叉 点 的 团 制 HAH : 
m 也 可 看 成 从 Sg 出 发 转换 ix(S) 个 由 应 交叉 点 的 切 
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HARER. FRESER IEEE TRKA H. 
5| 理 3.1 CRED 考虑 环 链 〈 或 纽 结 ) PUE K 
及 其 通用 像 的 一 个 状态 S. WEICGOD IS S 的 一 个 4- 型 切 
eiu B- 型 切割 ， 把 所 得 到 的 状态 记 作 S, WY 
Ci) IgGo) — JCS) = tk ($7) - 7") + 23 
Gi) [$7] = |S] 4]; 
(iil) 
max deg<K|S’> 
s MM aMIS'IzlISI«tnh 
maxdeg<K|S>-—4, %4{S’|=[S]-1, 
由 此 ， 我 们 可 归纳 出 如 下 的 一 般 结论 ， 
max deg<K | 5,» = max{ max deg<K|S>}, 
min deg<K | $5» = min{min deg<K | S»), 
其 中 S 为 通用 像 的 状态 。 为 了 能 够 确定 max deg<K> fn 
mindeg< 作 >， 我 们 讨论 既 约 网 形 ， 
环 链 CRAH) 的 一 个 图 形 天 称 为 既 约 图 形 ， 如 果 在 天 
中 不 含有 地 峡 Cisthmus), 所 谓 地 峡 是 指 图 形 中 的 一 个 交叉 ， 
使 得 在 它 周 围 的 四 个 局 部 区 域 中 有 两 个 实际 上 是 整个 图 形 的 
同一 个 区 域 的 组 成 亢 分 (如 图 18 所 示 )。 下 面 的 寡 次 比较 定 
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理 是 既 约 图 形 所 特有 的 ， 其 证 明 出 放 在 后 面 叙 还 ， 
引 理 5.2 令 天 是 连通 的 既 约 图 形 ，sS 是 由 5S4 转换 一 个 
切割 方式 所 形成 的 状态 ， 则 [SE1= isSal -1 从 而 
max degcK | $5» = max degcK | S,» — 4, 
jk, RIITA Kauffman FREER. 
定理 3.1 (Kauffman) A K Apto RCSA, UU 
max degcK» =V +2(W - D, 
min deg<K>= -V -9(B - 1), 
其 中 V 是 交叉 的 数目 , W 和 8B 分 别 是 在 A- 至 染色 下 的 白色 和 
黑色 区 域 的 数目 ， 并 且 在 <K > 中 最 高 次 项 、 最 低 次 项 的 系数 
A: tl. l 
证 明 ”由 引 理 3.1 A3 3.248, <K> 中 4 的 最 高 次 
项 Bb CK 1S4» 中 4 的 最 高 次 项 4"(-4) =(-D 
x AVW- 0， 从 而 有 关 最 高 次 项 的 结论 成 立 。 关 于 最 低 次 项 
可 通过 建立 与 引 理 3.2 平行 的 结论 得 到 证 明 。 证 毕 ， 
XO ”关于 定理 3.1 中 最 低 次 项 的 证 明 也 可 以 利用 对 侦 性 
考察 镜像 K* 的 最 高 次 项 而 获得 ， 


3.2 图 形 的 交叉 数 

下 述 定理 是 笑 次 定理 的 重要 推 比 ， 

定理 53 .2 (Kauffman-Murasugi-Thistlethwaite) 7 If 
链 〈 或 纽 结 ) L 的 既 约 交替 图 形 的 交叉 数 ， 是 上 的 拓扑 不 变 
fe. | 
证 明 首先 ，Kauffman 2 E AIR IRD 外 BLA 
KER, Mi Lom E CES 与 最 低 次 器 的 差 是 与 定向 无 关 
的 拓扑 不 变量 ， 记 之 为 spPan(L)。 
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i /是 工 的 既 约 交替 图 形 ， 则 显然 有 
span(L) = maxdeg<L,> — mindeg<L,> 

=(V +2(W -1))-(-V 208-100 

=9V +9(W+B-2) 

=2V +2(R-2), 
Rh V.W,B,R 2x 3i Loos SC AK RR, 黑色 区 域 
ACRI DX 域 总 数 。 注 意 到 4- 价 平面 图 的 边 数 是 项 点数 的 二 倍 ， 
由 连通 平面 图 的 Euler 公式 即 知 道 R-V +2。 因 此 ， 

span(L) = 4V, 


从 而 V = ispan (L) E Lüge ik. E. 

关于 既 约 交 赫 图形 的 存在 性 ， 我 们 要 作 些 说 明 。 由 地 赵 
的 定义 知道 ， 在 它 周 围 的 一 对 局 部 区 域 是 整个 图 形 中 一 整 册 
EX ( 记 之 为 忆 ) 的 组 成 部 分 〈 见 图 19) 显然 ， 存 在 相应 的 


外 国 合 痕 使 这 个 节 峡 消失 〈 事 实 上 只 要 把 图 形 相应 的 部 分 按 
适当 的 方向 整个 翻转 180 Bp a) ,所 有 的 图 形 K 都 可 以 按 上 述 
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方式 外 围 合 痕 等 价 于 相应 的 既 约 图 形 ， JEH An K EE 
图 形 ， 则 得 到 的 是 既 约 交替 图 形 。 因 此， 一 个 交 赫 坏 链 CX 
纽 结 ) 的 既 约 交 赫 图 形 总 是 存 企 的 ， 此 外 应 注意 到 在 上 述 约 
化 过 程 中 不 会 增加 交叉 的 个 数 。 

定理 3.2 所 解决 的 ， 是 Tait 和 Little 于 上 世纪 末 提 出 的 
经 典 的 猜想 之 一 。 他 们 间 时 还 猜测 交替 环 链 CRA) K 
的 既 约 交替 图 形 Ko 的 父 叉 数 不 会 超过 天 的 任何 一 个 图 形 的 
交叉 数 。 下 面 我 们 来 解决 这 个 猜想 ， 

2]H3.3 ”对 连通 的 8 HU 及 其 任 一 状态 S$， 记 访 为 
TES 的 各 个 切割 方式 全 部 反 置 所 得 划 的 状态 。 则 有 

IS| - SISR, 

Hoh R EU 的 区 域 数 ， 

该 引 理 的 证 明 在 本 节 最 后 叙述 。 图 20 给 出 了 ARKH 
Y. 

定理 3,3 对 任何 既 AB K, d span(A)<4V, Hep 

V 是 K 的 交叉 数 。 

证 明 由 引 理 3.1 已 经 知道 

max deg<K><V +2cjS,|- D, 
min deg<K> >> -V -2(|S,| - 1). 
而 引 理 3.3 说 明 |S4| +ISs|SR=V +2, ffi 
span(K) = max deg<K> - min deg<K> 
«2V -2€|94] + [Ss] 2) 

| <4V, 
ir. 

显然 ， 由 定理 3.2 的 证 明 过 程 以 及 定理 3.3 可 见 ， 在 一 个 
交替 环 链 (或 纽 结 ) 工 的 所 有 图 形 中 ， 订 约 交 直 图形 的 交叉 数 
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DA 一 Sa 
| I$4l—5 


图 20 iS| «| SI «R 


达到 最 小 ， 并 且 是 了 的 拓扑 不 变量 。 


下 面 观 察 两 个 实例 。 
例 1 
P ^ i (à, 
5.5 EXE Rech 
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span(L,) =span(L,)=4x4=16. 
Gil2 xt Whitehead 环 链 W , 47 span = 8 ~(—-12) =20= 
4x5. BRE, WURKE WAGEN: 


> èG 


ESR D 既 约 、 非 交替 既 绪 ,交替 


可 见 ， 非 交配 的 既 约 图 形 的 交叉 数 不 一 定 是 拓扑 不 变 
量 。 对 一 般 的 连通 既 约 图 形 X ， 吴 英 青 证 T 如 下 结论 . 
4span(K) - 4V? ?4 H (X 24 K JE BIOIBUG IR p BEZ] SS BAB 
“A” (BY Y.O. Wu, Jones polynomial and the crossing 
number of links, Lecture Notes in Math., vol. 1369, 
p.286—288 (19895)5.. 

关于 既 约 交替 图 形 ，fait 还 提出 如 下 的 “翻转 ”和 猜想， 
同一 交替 环 链 《〈 在 外 骨 合 痕 意 义 下 ) 的 雌 个 既 约 交替 图 形 可 
以 由 翻转 而 互相 得 到 。 这 里 所 请 的 翻转 是 指 图 形 中 有 两 个 输 
入 端 和 两 个 输出 端的 纽 结 块 作 180° 的 转动 (如 图 21 Bras). 
翻转 猜想 蕴含 着 既 约 交替 图 形 K 的 拧 数 OK) 是 一 个 外 围 合 
痕 未 变量。 后 者 已 经 由 Morwen Thistlethwaite 作出 证 明 , 但 
是 翻转 猜想 本 身 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 


3.5 RR 


Me ue LAT AER RE (或 组 结 ) 的 旋 向 性 ， 
从 引 理 2.5 推论 知道 ， 对 无 旋 向 图 形 的 任何 -- 种 定向 
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21 B 
总 成 江 
max deg f, = - min deg fxr。 
于 是 Kauffman 第 次 定理 告诉 我 们 ， 对 连通 既 2) 56 E T e inl 
HJEK EG. BU -3wOO +V «20V 212 5 - [ - 39 (OD 
-V -2(B-1)j], Hi 
8w(K)=W -B, 


HEED, w(K) 与 定向 无 关 ， 从 而 大 也 与 定向 无 关 。 利 用 
W+B=V+2, L4 XA nit 


V 
w(K) = 3 - 3 (B-D- -e3Q - D. 


所 以 ， 当 连通 的 既 约 交替 图 形 WR |o CO |I REL K 是 有 
we 

事实 上 ，Tait 的 下 述 猜想 是 正确 的 : 

定理 3.4 (Thistlethwaite) iK 是 一 个 既 约 交 赫 图 形 ， 
EK Eie Mir ke wh) = 0, 

无 旋 向 性 是 拓扑 不 变性 质 。 定 理 3.4 说 明 ， 既 约 交替 天 
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放 向 图 形 的 交叉 数 一 定 是 偶数 , 从 这 个 观点 来 看 ，Whitehead 
环 链 的 有 旋 向 性 是 一 目 了 然 的 ， 

既 约 交替 无 旋 向 图 形 是 很 多 的 ，Kauffman 猜测 ， 每 个 
这 样 的 图 形 X 不 仅 满足 W = 日 = 分 +1， 而 且 白色 区 域 的 伴 
随 平 面 图 Gw 同 构 于 黑色 区 域 的 伴 随 平面 图 Cs (如 图 22 所 


图 22 伴随 图 同 构 


2.4 引 理 的 证 明 

引 理 5.1 的 证 明 ”结论 (i) BA. S dihi, GDM 
得 。 所 以 只 需要 证 结论 (i)， 

我 们 知道 ，18| 是 在 8 所 对 应 的 切割 之 后 所 形成 的 简单 
闲 曲线 的 数目 。 现 在 S’ ALS 的 唯一 不 同 之 处 是 在 某 一 个 交 
叉 处 的 切割 方式 不 同 〈 见 图 23) .观察 那个 特殊 的 交叉。 如 果 
以 S 的 方式 切割 后 ， 在 该 交叉 处 切 制 成 的 两 条 曲线 眉 位 二 网 
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条 不 同 的 闲 曲线 上 ， 则 以 S “的 方式 切割 的 结果 就 可 看 成 将 
这 两 条 财 曲 线 合 二 为 一 ， 而 保持 其 它 各 条 闭 曲 线 不 变 ， 即 ， 
IS"I «ISl -1. 反 过 来 ， 如 果 以 的 方式 切割 后 , 在 该 交 又 
处 形成 的 两 条 《局 部 ) 曲线 段 灾 际 上 是 同一 条 闭 曲 线 的 组 成 
部 分 ， 则 以 S 的 方式 切割 的 结果 碗 是 将 此 闭 曲 线 一 分 为 二 
而 保持 其 它 各 KA 曲线 不 变 ， 即 有 |S |= (Sl +1. Maite 
Gi) 成 立 ， 引 理 证 毕 ， 


4 
x 


KI 
PZN 


引 理 3.2 的 证 明 用 反 证 法 .由 引 理 3.1, 2418] 718,1! 
-1 上 时， 只 能 有 |S1= [Sal + 上 ， 此 时 ， 转 换 切割 方式 的 那个 
交叉 处 在 S 的 切割 下 所 成 的 两 条 (局 部 ) 曲线 段 ， 分 名 落 在 
两 条 不 同 的 简单 闭 曲 线 上 。 这 师 条 闭 曲 线 的 可 能 的 位 置 关 系 
有 两 种 : G) 一 条 落 在 男 一 条 的 内 部 区 域内 ; GO 互 在 对 方 
的 外 部 区 域内 。 如 图 24 所 示 ， 黑 色 区 域 是 在 状态 $4 下 所 打 
通 的 人 区域， 那么 在 状 志 5 下 所 形成 的 两 条 困 曲 线 间 的 白色 区 
域 DD 也 只 有 两 种 可 能 性 ，(i)》D RAAB Zils, GD 


177 


p 落 在 两 条 闭 曲 线 外 部 区 域 的 公共 部 分 之 中 。 由 5S4 的 构造 
可 见 , 在 状态 SA 的 切割 方式 下 在 该 交叉 处 所 形成 的 两 个 局 部 
白色 区 域 是 一 整 块 白色 区 域 的 组 成 部 分 。 即 那个 交叉 是 一 个 
whisk, X 55K 是 既 约 图 形 相 矛 盾 。 所 以 只 能 有 1S1 = 1S4! - 
1。 由 引 理 3.1 的 (iii) 便 有 


max deg<K|S> = max deg<K|S,>-4, 


A X 


在 状态 Sa F ERA SE 
4, P | 
LÁ 


Cii) 
引 理 3.35 的 证 明 对 局 的 顶点 数 Y =R - 2 用 交纳 法 。 
#V=1, Bi 
IS} + [S| =1+2=3=R<R, 


IER. 


(t) 


图 24 
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i m 


Jn 
CO OO 


Xy 2 上 时， 设 结论 对 具有 V-D 个 顶点 的 连通 通用 
像 成 立 ， 要 证 明 相 应 的 不 等 式 对 有 具有 V 个 珊 点 的 连通 通用 像 
U 也 成 立 ， 取 定 UU 的 一 个 顶点 ww， 对 它 进 行 切割 ， 则 得 到 两 
个 相应 的 具有 CV - D 个 顶点 的 通用 像 UL AU, R25), 
其 中 至 少 有 - -个 是 连通 的 。 不 妨 设 Ul 连通 ， 则 由 归纳 假定 ， 
成 立 

Si+] ISKR =V t+t2=(V-1)+2=R-8l, 


其 中 SUE S (EU, EMBL i SEY SORE, be Oe 


> Cy, 

/ NN 
Dc >£) 

^ NS FS 
56 RN SC 
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U, 上 的 限制 。 现 在 反 过 来 看 ，S 所 对 应 的 切割 结果 EU E 
进行 )， 就 是 在 S: 所 对 应 的 切割 结果 CEU PET) 的 基础 
上 进一步 加 工 而 得 到 的 : 具体 说 即 可 分 两 种 情形 : 

| Ci) 不 再 变动 

Gi} 或 者 将 S, 下 的 两 条 闭 曲 线 合 二 为 一 ， 或 者 将 Si 下 
的 一 条 闭 曲 线 一 分 为 二 〈 参 见 图 26)， 在 情形 OF, |S] = 
Si 在 情形 〈iiD 下 ，181 = 1Si+1i， 辣 理 可 分 析 心 ， 并 注 
By S 的 相应 情形 进行 对 照 ， 得 知 : ESI [S.L BL S| = 
iS £5, m ISl=iSi tiksl = sl TAEXEYE RIBERA 


ISI - ISIIS, +I, | +1<CR-D+1=R, 


CMB ERE) 
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用 2 维 图 像 法 解 高 维 线性 规划 问题 “ 


W.P.Cooke 


本 文 用 - st BLPR Oil PTAA, antl 2 AR RULES A 
3 AUER Ze PE ea. A a IRR PR. AR, 
并 不 能 用 它 去 解 所 有 的 线性 规划 问题 。 但 是 ， 作 为 种 教学 
手段 ， 它 是 有 价值 的 。 而 且 可 作为 一 种 “猜想 和 创见”， 寺 
推动 大 学 生 的 科学 研究 。 而 且 ,这 里 用 到 的 数学 知识 并 不 浴 ， 
下 中 班 的 数学 兴趣 小 组 完全 可 以 接受 。 

读者 将 会 看 到 ， 这 一 图 解法 并 不 能 取代 单纯 形 法 ， 后 者 
是 解 一 般 的 线性 规划 问题 的 一 种 很 有 效 的 计算 方法 。 它 的 主 
要 价值 在 十， 对 于 几乎 每 一 个 只 要 会 画 直 线 的 人 ， 它 部 会 触 
动 他 Cite) 的 思想 。 


1, 技巧 的 理 伦 依据 


我 们 的 做 法 基于 以 下 2 点 基本 的 苦 虑 。 首 先 ， 空 间 中 的 
任意 一 点 ， 如 果 满 足 2 个 不 等 式 , 则 必 满 足 它们 的 线性 组 合 ， 
当然 ， 要 求 所 得 到 的 个 等 式 的 意义 是 明了 的 ， 其 次 ， 夯 出 一 
个 4 元 方程 的 图 形 ， 并 不 一 定 要 用 n Hes. 


Bu, ma a ee, 1e- _ = a 


© Two-dimensionai graphical solution of higher-dimen- 
sional linear programming problem, Math.Magazine, 1973, 
3 一 4 ，70 一 ;6， 
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2，3 个 变量 的 例子 


HEB RR ME Be fa] SI. 
BT R Z=2x,+2x,+%;, WR AMA. De UU: 


(a) x, X, + X412, 


(b) x,*2x,— X4. 5, — x, 20,x,220,x4220, (1) 
(c) Xi 一 X, 十 X452, 


这 是 教科 书 上 的 一个 典型 例子 , 它 的 可 行 解 显然 存在 ,但 
RRR IE AA. ACR a RR, RIE 3 次 常规 的 单纯 形迹 
代 ， 或 者 用 3 维 空间 的 图 和 解法， 

我 们 用 2 维 空间 的 图 解法 来 解 . 令 X=2xs+xs， 代入 
后 ， 目 标 歇 数 可 简单 地 写成 Z=2xi+X。 但 约束 条件 的 情 
形 却 不 是 如 此 简单 ， : 

接着 ， 将 约束 条 件 (OO 的 上 倍加 到 a 上去， 其 中 的 
k 要 选取 得 使 所 得 不 等 式 中 xs I5 x 的 系数 之 比 等 于 2:1， 因 
为 涉及 的 是 不 等 式 而 不 是 方程 ， 所 以 仅仅 需要 仔细 的 是 ,要 
使 得 组 合 而 得 的 不 等 式 的 意义 是 能 确定 的 。 这 样 做 了 之 后 ， 
"E dX 就 能 明确 地 进入 约束 条 件 组 ， 

勇敢 地 训 不 顾 总 到 产生 的 可 行 解 尼 域 可 能 与 CL rpm f 
的 可 行 解 区 域 不 相等 ， 我 们 将 〈a),(b) 和 (c) 进行 组 合 ， 得 
到 只 含 变量 X 和 x, 的 两 个 不 等 式 。 先 选取 上 使 得 


2 
l-k ^1 Rea k= 4, (2) 


组 合 (a) 和 (b) 得 
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(xi +t X; + X4—12) +- l 40 + 2X, — xX,— 5) <0, (3) 
整理 得 
OX; + 3X <53. (4) 
EE, C) 的 任意 一 个 可 行 解 ， 因 为 满足 A RARE OO 和 
(b)， 所 以 必 满 足 不 等 式 (4)， 
FE Bh. EHR k 使 得 


2-k 2 4 
一 jk 了 MA keg, (5) 
H kece) + (b) 得 
7X, X <23, (6) 


WA, 42) 和 CO 中 的 某 一 个 上 是 负数 ， 则 相应 所 
得 的 不 等 式 的 意义 将 会 是 不 清楚 的 。 如 果 出 现 这 种 情形 ， 就 
意味 着 ， 或 者 作 某 … 个 不 间 的 替换 ( 例 an Y =x +x) 也 许 
有 用 ， 或 者 〈 更 精 糕 的 ) 是 作 任 何 替换 都 没有 用 。 也 就 是 说 ， 
并 不 是 总 能 把 原始 问题 简化 成 只 含 两 个 变量 的 问题 ， 

成 功 地 得 到 了 CD 和 CO 后， 现在 考 虚 下面 的 简化 问 
题 ; 

例 1′ 求 21=2x;+X 的 最 大 值 , 约束 条 件 是 

5x, +3X <53, 7x, +X<23, (7) 
<20, X>0, 

由 它 的 构造 方法 知 ，(1) 的 任何 一 个 可 行 解 都 是 (7) 的 可 行 
解 。 因 此 ， 如 果 (7〉 有 一 个 有 限 的 最 优 解 ， 设 为 <?， 则 必 
有 Znsxs<s rr。 进而 ， 明 显 的 事实 是 :好 果 (1〉》 有 一 个 可 行 
解 =“1， 则 和 它 必 是 (1) 的 最 优 解 。 
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5 N 2x, +X =18 
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DCN 

aC 

O 5 10 I5 20 35 Y 


Bl 问题 (7) 的 解 


C) 的 图 解法 见 图 1 。 依 2, 增加 的 方向 移动 Ox, + XH 
值 地 通过 可 行 解 区 域 ， 可 以 发 现在 (XX,xi) =(16,1) 处 ， 
Z1 = 18, 
剩 下 的 问题 是 ， 是 否 存 在 (1) 的 一 个 可 行 解 ， 使 Z= 187 
如 果 存 在 的 话 ， 必 定 有 x1= 1。 将 它们 代入 (1)， 得 不 等 式 组 
2x, + X4— 16, 
X) + Xa:11, 
2x, — X34, (8) 
-X + X34l, 
X5220,x3270, 
解 此 不 等 式 组 ， 易 得 
OS. XX. D, (9) 


因此 只 有 (xs,x3) = (0,60. 满足 (8)。 还 可 以 用 图 像 法 解 不 等 
AA (D, RA2. SHAM 2 的 目的 主要 是 表明 ， 最 优 解 不 
是 “次 ”出 来 的 。 
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H2 不 等 式 组 (8) 的 解 


现在 ， 问 题 (1) 已 完全 解 出 来 了， 即 
Emax = 18, 
此 时 
(Xis X5, Xa) = (1,5,6), 


如 果 删 去 解 题 过 程 中 的 讨论 ， 而 只 考虑 图 解法 本 身 ， 则 
可 以 发 现 其 中 的 困难 至 少 不 会 比 用 单纯 形 法 求解 对 遇 到 的 困 
难 大 。 男 外 ， 这 个 图 解 灶 还 可 以 处 理 含 2 个 以 上 变量 的 问 
El, 

3。4 个 变量 的 例子 

本 证 给 出 一 个 有 4 个 变量 及 包含 3 个 约束 条 件 的 线性 规 
划 的 例子 ， 它 的 唯一 的 最 优 解 也 可 以 用 2 维 图 像 法 得 到 ， 

例 2 #KZ=4x,+5%,+7%,-x, MRA, HE SR AR E 
为 
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(d) 2x,-x,+3x,+4x,<10, 


(e) Yi Xe + Xs — XS, X1,X4, X4, X,220, (10) 

(f) x, 2x,— 2x4 + 4x,«:12, 

由 于 不 需要 引进 什么 新 概念 ， 因 此 我 们 只 列 出 将 这 一 问 
题 化 归 到 能 用 图 像 法 求 艇 的 问题 的 大 致 步 双 。 它 们 与 解 方程 
组 时 通常 使 用 的 步骤 相同 。 首 先 得 到 一 个 简化 的 含 3 个 变量 
的 问题 ， 然 后 再 化 简 为 含 2 个 变量 的 问题 ， 而 后 者 就 可 以 用 
图 像 革 求解 了 。 如 果 用 审慎 的 变换 得 到 了 所 需 的 简化 ， 就 可 
以 再 返回 去 ， (利用 图 像 ) 找到 原始 问题 的 解 。 

选取 X = 5xs +7xs 作 第 一 次 变换 。 用 (d) +k Kd) + 
k(f) 可 以 得 到 例 27。 

例 2′ 求 2,=4x1+X -x 的 最 大 值 , 其 约束 条 件 是 

13x, * 2X —7x,<65, 
39x, + 2X + 92x,<252, (11) 
x1220,X 20,x,>0, 


继续 作 变 换 Y = X — x, 易 得 | 

812" ok Z,-4x, +Y 的 最 大 值 , 其 约束 条 件 是 ， 
1397x, + 198Y <7370, x,220,Y 可 正 可 负 。 

用 图 解法 可 求 得 例 2” 的 解 是 (x1,Y) = (0,335/9)， 此 时 

”2Z*=335/9， 由 x1=0， 利 用 图 解法 可 以 求 得 例 2 RX, 

x) = (352/9,17/9),1 Z1 = Z3 = 335/9. fIREX,20 X x, 

17/9， 问 题 (10)? 也 变 成 了 含 两 个 变量 的 问题 ， 且 它 的 解 是 不 

等 式 组 


OX» ET 224, — Xa + 3xs< 
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Xa 十 cs $ 2X9 ue, 


X4220, Xs 之 0 
的 解 。 可 以 解 得 上 述 不 等 式 组 有 的 解 是 (x,,xs) = (41/9, 
7/3)， 此 时 Zwmsx = 335/9。 因 此 我 们 求 得 了 问题 (10) 的 一 个 
可 行 解 ， 使 得 Z..-21:1-222-335/9. Bl, dX £1 得 到 7 最 
优 解 (xl X2, X3 x4) = (0,41/9,7/3,17/9). 


4。 关 于 可 能 产生 的 几 种 猜测 的 评注 


第 一 种 可 能 的 猜测 ， 产 生 士 对 例 1 和 例 2 的 仔细 观察 ， 
认为 这 种 技巧 只 能 用 于 这 样 一 些 问 题 ， 其 中 所 有 “有 效 ” 的 
约束 条 件 只 是 -- 些 等 式 。 其 实 并 非 如 此 ， 我 们 用 下 面 的 例子 
进行 说 朋 

例 5 求 2=4xi+5xs 一 3xs 的 最 大 值 , 其 约束 条 件 是 

X; Xptx,=10, xl 一 xz 之 |， 
2xi + 3X,4 xX,*.20,  x,:20,x,2:0,x3220., 
作 变 换 X = 4x, + 5x, rfi: 
求 Ci=X=-3xs 的 最 大 但 ， 约 束 条 件 是 
2X +9x,<89, X +3x,<40, 
X>0, xs 之 0。 

该 问题 的 解 是 (X ,xs) = (40,0)， 此 时 Zi=40， 因此 问 
题 (12) HRE (X1, x, x) = (10,0,0) 且 Zmax =40。 然 而 ， 
对 于 这 个 解 ，(12) 中 的 第 2 个 约束 条 件 并 不 成 为 等 式 。 - 

第 2 个 可 能 的 猜测 是 认为 ， 如 果 最 终 能 得 到 只 含 2 个 变 
量 的 线性 规划 问题 且 可 以 用 图 像 法 解 出 ， 则 必 有 Zm = Z5, 
其 中 i 是 化 简 的 步 又 数 。 但 这 -猜测 也 不 成 立 。 请 看 下 面 的 


(12) 
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例子 ， 
例 4 R Z = 10x, +x, +2xs 的 最 大 值 ， 约束 条 件 是 
x, +x = 2x10. 4xi X, + X4X.20, 
0 (13) 
作 变 换 X = 10xi + 2xs， 问 题 化 简 为: 
RZ, =X +x, RAT, ARRAS 
9X +24x,<460, X 20,x,20. (14) 
xx Ara LBS AS CX xs) = (460/9,0), BE 时 Z7 = 460/9, fH 
可 以 解 得 ， 问 题 (13) 的 最 优 解 是 〈xayxayxa) = (5,0,0) H 
Zw = 50<Z% = 4860/9. 另外， 还 应 看 到 ， 如 果 由 (14) 的 
解 ， 我 们 在 (13〉 中 替代 x。=0， 则 可 得 到 它 的 最 优 SE. Inl 
题 是 ， 用 这 种 做 法 一 定 能 得 到 Zax 吗 ? 

可 以 推 得 -个 显然 是 正确 的 推测 ， 如 果 在 最 初 的 约束 条 
件 中 有 一 个 是 等 式 ， 则 第 一 次 化 简 总 是 能 够 做 的 。 更 令 人 感 
兴趣 的 问题 是 ， 如 果 可 以 做 第 一 次 化 简 ， 那 么 是 否 一 定 能 得 
到 最 终 的 只 含 两 个 变量 的 简化 问题 呢 ? 

当然 ， 更 大 的 问题 在 于 ， 究 竞 哪 类 线性 规划 问题 可 以 用 
这 种 技巧 求解 ， 有 些 问题 显然 是 不 行 的 ， 例 如 ， 起 作用 的 约 
束 条 件 个 数 比 变量 个 数 至 少 小 2 的 线性 规划 问题 ， 

结束 语 含 两 个 变量 的 线性 规划 问题 的 图 解法 ， 按 几乎 
任意 的 数学 水 准 ， 都 是 容易 讲授 的 。 前 面 给 出 的 几 个 例子 伐 
供 了 推广 这 一 技巧 的 方法 ， 并 由 此 产生 了 一 些 或 易 或 难 解决 
的 猜想 ， 其 难 易 程度 视 学 生 的 数学 水 准 而 定 。 但 无 论 如 何 ， 
这 种 想法 至 少 是 很 有 趣 的 ， 


CRW ai, GK RB) 
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$5: 360975 38507 


B.L.Burrow, R.F.Talbot 


1. 51a 


Bernoulli 家 族 中 有 好 几 位 数学 家 四 g， 第 一 位 是 Jacob 
(1654 一 1705) 。 他 的 父亲 Nicolaus 是 瑞士 巴塞 尔 RA. 
Hik, Jacob 的 座右铭 是 : “不 管 父亲 说 什么 ， 我 就 是 研究 
RE E (Invito patre sidera verso)? (1D. AERA ERU CX, 
Jacob 毕生 致力 于 数学 和 天 文学 的 研究 。 他 最 著名 的 工 TIERE 
《 推 想 的 艺术 》(Ars Conjectandi’ ) ,此 书 在 他 去 世 后 于 1713 
年 发 表 。 其 中 包含 了 他 对 概率 论 的 兴趣 。 正 是 在 这 本 书 中 ， 
GRR RRA, He Slt TA 名 的 Bernoulli y, 
Jacob AA F fh RAL Ht BBR AD IS, HES 
Bullialdus(1605 一 1694) 的 方法 进行 比较 。 他 2D), “te 
助 此 表 ， 在 不 到 一 刻 钟 的 一 半 的 时 间 里 ， 我 就 能 算出 头 UT 

个 正 整数 的 10 次 方 相 加 的 和 等 于 

91 409 924 241 424 243 424 241 924 242 500” , 
本 文 将 证 明 一 个 简单 公式 ， 由 它 可 给 出 这 类 和 的 一 个 高 度 精 
ANER. 9m TET -AIER I MIT RAE, FE 4 BBP 


D — The Amer Math. Monthly, 91(1984), 394—403, 
6) 参阅 《数学 译 林 》 第 7 着 第 3 期 上 上 的 文章 *Bernoullif — + 学 者 
Wk". 一 一 译 者 注 
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内 就 可 算得 


S? r!99.14104 x 1031， 


它 的 误差 只 有 0.000554. 
所 用 的 近似 公式 是 


k (n+]1/2)*+} 
Ss SUUS (1) 


其 思想 来 自 Bernoulli 的 另 一 个 工作 :， (1) 式 左边 的 和 ， 当 天 
是 奇数 时 等 于 pi n(n+ Dp); 4n 是 偶数 时 等 于 (2n +1) 
xpLn+l)J)， 其 中 p(x) 是 一 个 多 项 式 ([3])。 下面 我 们 
改进 潮 近 公式 (1)， 并 将 结果 推广 到 上 是 任意 实数 的 情形 。 


2，>rx(k 是 正 整 数 ) 
T=] 


Max MATLAR n 的 k+1 次 多 项 式 。 前 D 提 色 的 
Bernoulli 的 工作 表明 ， 考 虑 等 价 的 以 人 + 1/2) 为 变量 的 k + 1 
次 多 项 式 会 得 到 某 种 好 处 ， 

我 们 用 待定 系数 潜 求 此 多 项 式 。 记 之 为 Sk (n+1/2), 


All 
Nrt = Spin+1/2), (2) 
fal 
其 中 
k+l 
Sui (2 +1/2) = San+t+1/2)!, (3) 
$9 


EOD 式 可 以 推 得 
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7" 


-1 
Srk = Sern 1/2), (4) 
i + 


因而 由 (C2) 及 (4) 式 得 


Skin+1/2) - $,,,(n— 1/2) =n", (5) 
L k — 
(RMA. A 


(n * 1/2)! - (n— 1/2)! 
t ty, TAN; t-j 
= AS “F2 + 0-4 *?), (6) 
2X; X) 


从 而 右面 或 者 是 的 偶数 次 多 项 式 或 者 奇数 次 多 项 式 。 等 式 
C5) 的 右边 可 改写 成 


k+ì 


Sex Gas pe =, (7) 


注意 系数 ©, 要 另外 确定 。 比 较 恒 等 式 CO. AART n? C= 
k,k— 1,*,0 I9 RE RDRUL AR Ea. kr l,k,, D. BB 
4 | 


(85. 


co YE) real eo 
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a D aber» (1) 


x(1+¢-1)F**) ra a) asco» 


k+1—p 
Fo tags -p 1 )=0. 


首先 可 以 看 到 ， 由 上 述 等 式 中 的 第 2 个 得 ae=0， 由 此 
得 ar -2， ak 45112. 由 第 SE OK E Su, 然后 依 
次 可 解 出 ak-1，ax-s3，"…， 我 们 有 


Deny 一 天 十 了 
1 7K 
1 | |) 
7 /天 
à, -8 一 60. ^ (9) 
—- dd 
ud -5 (97.463 


例如 上 = 3 时 得 


r= Sn +1/2) = y (n+ 1/2)* - = (n — 1/2)* +49, 


f=] 
当 m = 工时 S, (3/2) =1， 从 而 ao= 1/64. 
因此 
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Sn + 1/2) = 1 (Q1 € 1/2»)? - 1/4} 


= n(n +1). (10) 


最 后 的 形式 是 大 家 熟知 的 。 
从 计算 的 角度 看 上 述 结果 也 许 更 有 价值 。 ien + 1/232, 


Y 为 SCX)， 我 们 已 经 证 明了 


Stk) =a,,,x**} ca, ,x*"' £a, xh FF tem, (ID 
其 中 的 系数 由 (9) 云 给 出 。 而 且 当 天 是 奇数 时 ， 最 后 一 项 是 
às SRK 是 偶数 时 ， 最 后 一 项 是 ax, FE, MTk4,0D 
式 可 写成 


v yk ri 1 k+l 7 k+l 
SO =ETTl1 geal s lzorl 4.4] 7| 0» 


显然 ， 由 (12) 式 可 以 看 到 ， 由 近似 公式 


xr | 


十 


可 以 得 到 很 好 的 计算 结果 。 为 说 明 这 些 结果 ， 考 Er, 
将 其 精确 值 333,263,700 与 由 (11) (等 价 地 ,由 (12)) 所 算 得 
的 两 个 近似 佳作 比较 ， 
第 一 个 近似 值 由 (3) 给 出 
Sirsa 35,5. = 333 594 489, 


T=} 
‘EMR 240.1%. 
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取 (1) (或 2)) 式 有 的 前 两 项 得 第 2 个 让 位 值 ， 邑 


35 :8 
329 3.2 - 54 (35.5)* = 333 263 608, 
ral 


其 绝对 误差 是 99， 相 对 误差 约 为 0.0000003%， 
上 述 工 作 的 自然 推广 是 讨论 天 不 是 整数 的 情形 。 


。 一 般 情 形 


本 节 讨论 和 rt 其 中 的 Kk 是 实数 。 我们 将 导出 一 个 结 


果 ， 是 上 节 中 公式 (12) 的 推广 ， 特别 地 ， 我 们 将 证 明 ， 当 
为 正 数 时 ， 在 (13) 中 得 到 的 简单 近似 公式 给 出 令 人 吃 饶 的 精 
Wait. 

当天 不 是 正 整 数 时 ， 下 面 导 出 的 公式 来 自 关 于 整数 方 宕 
和 的 渐 近 分 析 方 法 的 一 个 应 用 。 有 关 这 种 技 巧 的 讨论 可 在 
[4 ] 中 找到 。 特 别 地 ， 利 用 于 AAA I Riemann-Zetap& Xt, 
tc 4 ] 中 的 等 式 3.4.6 给 出 了 有 关 收 全 情形 的 一 个 结果 。 

AX pe f(x) = x* 在 整数 x =r 处 的 Taylor RAA 


2 
foo = fr) + -Df'() + Ce + ses 


+ fn) "E 


(3 + 1)1 
(14) 
其 中 =， =r +0,(x-1), 0-5, <l. 
对 韭 整数 kK 及 整数 +r ， 利 用 记号 
k 
( ) = k(k ~ 1)* att as 


po 
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可 以 将 (14) 式 与 成 如 下 的 形式 


ct( jena- + (ene 


k k 
«( ete -0*«( pE a-ni, 
q q+] 


(16) 
不 失 一 般 性 ， 可 以 取 其 中 的 9 为 偶数 。 上 式 两 边 从 7 - 1/233 
rt 1/2 积 分 得 
E 
(Qm (y ues. (17) 


Mr = 1 到 ”=? 对 等 式 (17)? 求 和 得 
g(k) = 37 十 ( ret (sy 22 
m < 
(QUG Siete (18) 


B 1 1 eed l k+l E 
sco) -G) p € 
及 9(- D =log(2n+1)。 记 SC = Sirk, S35 O8) k 写 
fe) 
成 
_ k\ 1. kx 1 


108 


ko | 
+( Jar: gaS (k - q) + Raas (19) 
其 中 


T«1/2 


k n 
Raat =( > ZEIT (x r)*1dy, 
qti + 21/2 


MEF H (14) 式 给 出 。 
TÆ, Xlak- à 


n 7*1/2 


Reli). > | (r- D T snas, 


即 -1/2 


k y k-q~1 /ON G4 
IRasil< ( aJ >’ - 21/2)" . 


q+2 


因此 有 (20) 


ES Jisex iu) - 


XHEHgkI —1Xn, BLAS 
lim Raq.170, 
4 一 om 
因此 级 数 (19) 收 敛 ， 
FE CL) X rh fie AK Bü k — 2, k — 4, n, 得 到 一 组 等 式 


k k 
(k) — SK +( k ~ d — 
900 = S) ,a j 5 D «( eds 4) 


(SA 5S (k ~ 6) +o, 
«&k-n-sk-n «(Lk gi SR 4) 
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(7A 1 
十 e cm k 一 十 eon, 
\ 4 5,949 6) 


! " 
g(k~4)=S(k-4) +( J 5:56 - 6) * 


g(k -6) = S(k -6) +o, 


(21) 
用 和 矩阵 形式 写 出 得 
g= MSs, (22) 
其 中 
g(k) S (k) 
_| gtk — 2) s =| 506-2 
g(k - 4) S (k - 4) 
K 
k 1 k 1 k 1 
! (,)s 27 s 94 (aor 
° | ( 9 jaz ( 4 EL f 
M = 3 | 
0 0 1 ( TA l 
9 132? 
0 0 0 1 - 


RIE TRAED EEAS AB EM RK L £T OBS 
A 23 5h 9E Mi, 类 似 地 ， 从 癌 量 9g 中 截取 gi， 并 定义 $1 使 
M:S; 7 9i. | 
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值得 注意 的 是 ， 年 阵 MM 具 有 这 样 的 性 质 ， 若 对 给 定 的 ! 
求 得 逆 和 矩阵 MT ， 那 么 这 个 Mi EE S Ir ee TB. 
作为 特例 ， 取 != 4， 我们 有 


k k k 
E Ges ism - eig 


alo 1 -( l (77) un 
M; = 2 4369? \ 4 7I5*2* | 
k — 4 
e 0 1 -( 5 
0 0 0 1 
(23) 
因此 有 
s = Mig, (24) 


由 此 可 得 SCK) 的 由 4 项 组 成 的 近似 公式 


5,60 = 9) - (ease - n «(^ Visio - 6 


(oeil 31.5:9 0 9. o e 


5 k 为 正 整数 时 ， (25) 式 与 前 面 的 结果 (( 9 ) 及 (11) 式 ?是 一 
By HY 

正如 从 下 面 的 例子 可 以 看 到 的 那样 取 头 几 项 ， 就 显示 
了 这 一 结果 在 数值 上 的 精确 性 。 我 们 有 


35 


S^ r*5 - 16 138.722369. 


而 下 表 给 出 当 0 取 不 同 数值 时 的 近似 值 。 应 该 指出 ， 近 似 值 
198 


1 76160 721097 
2 76138 725044 
3 76188.722204 
4 16138.722459 


(35.5)35/3.5 一 一 它 与 近似 公式 (13) 类 似 一 的 误差 仅仅 只 
4 250.003%. 

本 节 中 所 用 的 矩阵 技巧 也 能 用 于 是 正 整 数 的 情形 。 因 
为 这 时 M 是 台阶 有 限 人 第 阵 ， 所 以 只 要 假定 所 限定 的 阶 上 不 超 
过 mm， 前 面 的 分 析 仍 成 立 ， 


4. 当 k 是 负数 时 的 修正 


实际 上 ， 当 k 是 负数 时 ， 对 等 式 (17) 的 求 和 若 从 ?+ =p F 
始 ， 就 可 以 提高 公式 (25) 的 精确 性 。 这 每 价 CT dB SCORE 
X. dk Jj | 


S(k) = Sirk, (26) 
r.p 
且 相 应 地 定义 
_ 1 ] Ve! ] ye: 
g(k) gni) -(p- 1) |, KA - 1, 
n (21) 


g(-D = log(n + 1/2) - log(p - 1/2), (28) 
例如 ， 当 k= -1 时 ， 有 明确 的 形式 
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ale e 
Harit 2) (073) ‘}- s., (29) 


这 样 ， 对 p= 3 及 n= 50， 利 用 前 面 说 过 的 逆 和 矩阵 技巧 ， 计 算 
一 项 得 近似 值 3.0056826; 计算 五 项 可 得 近似 值 2.9992059。 
它 可 以 与 精确 到 7 位 小 数 的 近似 值 2.9992053 相 比较 。 

将 熟知 的 源 近 公式 


S lvlogn+y (30) 
T=] r 


(其 中 的 7 = 0.57721566… 是 Euler 常数 ) 与 我 们 这 里 得 到 的 
第 一 个 渐 近 公式 
+ log 7 2 a (31) 


CD m 


相 比 较 也 是 很 有 趣 的 。 对 n = 50, 由 (307 式 得 近似 值 4.48924， 
它 与 精确 值 4.499205 相 比较 误差 只 有 0.22%%。 下 表 给 出 对 不 
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同 的 p 值 由 近似 公式 (31) 及 (32) 得 到 的 近似 值 ， 


近似 公式 ?-2 | p=3 | P=4 


- [oe | 
(31) 4.51651 4.50568 4.50254 
(32) 4.49801 4.49903 4.49916 


至 此 我 们 只 讨论 了 形 如 >,r* 的 有 限 级 数 的 例子 ， 因 为 
当 k 之 一 1 及 n> + co 时 这 个 和 不 存在 。 但 当 < - 1 时 ， 可 以 
利用 (25) 及 (27) 式 估算 >)r*。 这 时 ， 令 n 一 > 得 
l k+l k 1 k-1 
Zr- Dr cat »-3) taa) 


Fei 


(Dake 3 e 


容易 修改 (19) 式 的 收敛 性 证 明 ， 使 之 适用 于 TEZ 
及 k 一 一 1 的 情形 。 从 相应 于 现在 所 讨论 的 情形 的 (20) 式 ， 可 


得 
k-4 
Rel «d, )> S - -$) - 


BEXk«-1, bX'BHyJG AKA, MA 
lim Rg = 0, 
利用 (33) 式 中 给 出 的 这 些 项 ， 对 k= -2, k= ~3.5 及 不 同 的 
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p 值 计 算 无 穷 级 数 的 值 ， 得 


P= 2 p=3 


1.644934 1.644934 


1.644466 1.644928 | 


1,126733 1,120730 


1.124871 


1.126723 


5. Br ae te 
(uL, Rd D ach He BeBe 


S miglk— 20) (34) 
i=90 


的 头 几 项 来 计算 >,r* 的 近似 值 ， 其 中 的 m eRe AT 的 
第 1 行 中 的 第 ! 项 ( 见 (22) 一 (25) 式 )，9(K) 由 (27) 式 给 出 ， 
事实 上 ，(34) 式 仅 当 是正 整数 时 收 钱 ， 而 实际 上 此 奢 
级 数 是 一 有 限 和 。 在 其 余 所 有 的 情形 级 数 (34) 均 发 散 。 下面 
我 们 证 肖 ， 级 数 一 般 项 的 绝对 值 是 递增 的 ， 
EE, BODAR 


| 1 ve ( y | 
~ Oy = nE a 一 — 
gk -2b - tA n3 »-1 ; 


AL KOA LR NA 
1 1 
42) 之 天 < "JiR-T? p21, 
(35) 
&i BE M , 可 以 写成 形式 | 
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? 4-2 

1 ack) àuaODaCk- 2 haf [a-20 e hia [26-20 
i-9 í -9 
l-2 

0 1 /— aD — Xi4G-2cG - 0 e hra | Pack - 28 
i-i 
l-2 

0 9 1 a(k- 4) e TUM B ETC 
i2 


M= 


89 668 BRE FOR OES ERR BRE EG ee BO ER ee ee CER CUR ee ee CER 825 


(d 一 —7 7n * T = —— * 
2 1362? (2r + 3) 


7$ 1E 2j E 
Mix-e, | (36) 


其 中 e 是 1 xc Br pr REA l 列 。 设 x 的 第 工 个 分 量 x, = 
Mm. FIH Cramer 法 则 并 注意 到 Af POPPA SES FOL RA 
| E 
0 ak) A,ackack-2)) f furk-2i) Ai [Jou -2 
| iso ft -0 
0 1  a(-2 à,a(b-2)a(k-4) om - 
0 0 - es - - 


mum 
| 


bb Bh MSS phi OEE Kpp Bab 99b OFS POT CR b OE bbb BOR Püb Sha Buc PED O68 BAS II) ene 696 ios GF6 605 266 608 POP FOO 


| 1 0 ase HI ++ ! 


| 
| 7 


| 6-2 

ack) 4,a(k)aCk — 2) à, ] [ec 7-2» se. aie] Tec -2 
| f=0 | ft = 月 

w(-Dl*1i 1 alk- 2) 4, OCk —2)aCKk — 4)ee eee 

{ è 

| 0 1 a(k — 4) ur ate 

| 


| GR BRE UAE O08 CO BER CE Bh FONS Fée bbb OE then ETE ER aT COP Pp OR? 9045 Bà & EE Ve CR RES qi) bbb 


| 0 0 9 oe = G(k- 2i t0 4) 
(37) 


对 用 归纳 法 可 以 证 明 
mi =(—1)'*ia(k)a(k - 2)*«a(k-20 +AA; 


(38) 
其 中 
10 A, Ay Át-2 
1 1 A Ài.s 
JO 1 1 


0 0 0 *- A 

0 0 0 - 1 
相继 消去 主 对 角 线 下 面 的 那些 1 (只 要 从 第 2 行 开 始 ， 每 行 
沽 去 前 一 行 的 若干 倍 就 行 )， 就 可 以 求 得 A 的 值 。 这 时 A i 成 
为 一 个 上 三 角形 行列 式 

1 A, Ag Aal 

0 fi 

A010 0 fh om |, (40) 


SINN (39) 
| 
| 


0 0 ww s fis 
Mitt Ar = Siffi- 4 UA AMA 些 f. 值 不 会 改 
变 。 例 如 
am ffeni- TIT (41) 
具体 计算 数值 表明 数列 {/;} 是 单调 递减 的 ， 且 迅 if E TX 
一 极限 。 下 表 给 出 了 f; 的 一 些 值 ， 

定义 数列 {f i} 的 极限 是 1/B 790), "Te (一 co 时 有 

NI->0。 另 外 ， 由 单调 性 可 知 
Ai>>(176) 5 (42) 
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l 0.7 


2 0.63260306 
13 0.60792713 
14 0.60792711 


15 0.60792710 


16 0.60792710 


l-2 
i B. [ [ec - 20 可 写 为 


f=0 


k(k - 1 Ck-2l+3)/24! ^*, (43) 
于 是 ， 综 合 本 节 所 得 的 结果 ， 我 们 证 明了 


Ik(k - 1)e (k-21 +3) | 
(248)! ^! 


DK~21+1 


(44) 

因为 p 和 是 固定 的 ， 所 以 (44) 式 表明 级 数 (34) 的 项 的 

绝对 值 最 终 是 不 断 增加 的 。 从 而 对 充分 大 的 1， 这 些 近 似 公 

式 将 变 得 很 精 糕 。 那 么 ， 本 文中 给 出 的 估算 为 ft 么 是 好 的 

Me? 考察 方程 组 (21) 的 截 段 形式 

MiS,79, +815 (45) 

其 中 8, 是 由 前 l MARA RAT, -e 是 前 ! 个 方 

程 的 截断 误差 ( 见 (20) 式 ) 组 成 的 列 向 量 。 这 样 ，SC) 的 精确 
表达 式 是 由 形 如 

m,(g(k ~— 2t) +n) (46) 
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的 项 组 成 的 有 限 和 ， 其 中 m 是 向 量 e, 的 元 素 ， eRe PIE 
k = 3 得 


了 天 (天 - ~ 1) (EK ~ 2)(k — 3) 
MNA 47) 
Ma = 41» A1 H5 9^ ( 


Al ns 很 小 ， 而 且 对 于 正 的 k 这 些 和 的 阶 为 (n+ 1/2**!/ 
(KK+1)7， 所 以 对 二 充分 大 ， 相 对 误差 

[manal / S Ck) 
很 小 。 对 负 的 k( 特 别 地 ， 对 < - 1， 近似 公式 是 利用 D> 
来 构造 的 ， 因 为 7 BE D 增 大 而 减 小 ， 所 以 总 有 可 能 去 缩小 
[msns|。 当 nn 或 者 7 充分 大 时 ， 这 些 论证 对 任意 大 都 成 江 ， 
因而 有 可 能 取 级 数 (34) 的 头 几 项 得 到 一 个 好 的 估算 。 这 样 ， 
对 于 为 什么 能 从 级 数 (34) 的 一 些 项 得 到 SCOR ARC 
好 的 近似 值 ， 我 们 给 出 了 一 个 启发 性 的 说 明 ， 但 级 数 (34) 本 
身 确 确实 实 是 发 散 的 ! 
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方 医 和 的 快速 计算 法 ” 


A.W.F.Edwards 


一 个 令 人 感 兴趣 的 事实 是 ， 正 整数 的 r 阶 方 赛 和 
Slut =ayn + ayn? to tap, nite} (1) 
v=] 


可 以 用 LRA 
S v-n(n +1)/2 | 


及 29r 7; I 


n 


Sv = n(n +1) (2n + 1)/6 


表示 出 来 。 这 一 结果 最 终 可 追溯 到 Bernoulli 多 项 式 的 对 称 
性 。 它 的 第 一 个 例子 自然 是 大 家 热 悉 但 文 感到 惊 闸 的 关系 式 


一 般 性 的 结果 由 Jacobi([ 3 ]) 于 1834 年 证 得 ， 
但 是 ， 也 许 比 结果 本 身 更 令 人 府 异 的 是 ;在 Jacobi HI 
作 发 表 之 前 200 年 ， 有 人 就 已 知晓 了 这 一 结果 ，1981 年 ， 当 


© A quick route to sums of powers, Amer. Math. Mos- 
thly, 93(1986), 451—455. 
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我 在 研究 James Bernoulli E fE « E RB AA» (Ars Con- 
jectandi，Basel，1713) 时 ， 发 现 一 条 线索 ， 一 位 当今 已 被 人 
遗忘 的 德国 数学 家 Johann Faulhaber 在 其 所 著 的 《学 院 代数 》 
(Academia Algebrae，Augspurg，1631) 一 书 中 已 叙述 了 这 
一 结果 。Bernoulli 在 引进 多 项 式 (1) 并 列 出 系数 表 ( 其 中 也 包 
括 了 de Moivre 称 谓 的 Bernoulli 数 ) 时 ， 也 提 到 了 Faulhaber 的 
名 字 。 非 常 巧 的 是 ， 我 很 须 利 地 得 到 了 Fauihaber 的 这 本 书 ， 
它 是 剑桥 大 学 RY XAEELIOR HMA, m H- NEUE 
Jacobi 的 藏书 (不 过 ， 不 能 确定 Jacobi 究 竟 是 在 1834 年 之 前 还 
是 在 之 后 得 到 它 的 )。 | 


ABSE, FUD AD. WARA, Faulha- 
ber Bg 4 RE: 
G) 当 是 偶数 时 ， 


jn = 2n. (^. +b, Un eS (Xx. 
Toe b. (Br) )s 


Gi) 当 r 之 3 是 奇数 时 


Sn" = (Enr) (a +C, yn 十 Ca (3n) 


teeter (Br) )， (2) 


其 中 的 系数 与 及 c; 与 AK. 
Faulhaber 给 出 了 一 种 算法 ， 对 于 预先 给 定 的 * ， 可 由 
系数 b; 得 到 系数 c; ,同时 也 给 出 了 计算 尹 的 方法 .我 给 (2) 
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式 起 名 为 “Faulhaber 多 项 式 2([1])， Schneider([ 4 }) ti 8 3 
过 Faulhaber 的 方法 ，。 

本 文 的 目的 是 展示 Faulhaber 多 项 式 的 矩阵 形式 ， 所 用 
的 方法 类 似 于 多 项 式 (1) 的 垂 阵 表 示 (L1J) ,这 样 的 处 理 方式 ， 
不 仅 显 得 非常 优美 ， 而 且 还 使 得 Faulhaber 的 从 2 得 到 c; 的 算 
td oy TRH. | 

如 同 Lits(L5J) 所 做 的 那 FF, EIEDLxGO + DIP - DxG - 
DI BEFA, FKH Pascal 的 方法 ， 对 X=1,2,…,n 依 次 


写 出 等 式 然后 求 和 。 我 们 得 到 (符号 > 的 意义 同 前 


[n(n+])]* = ?| > +( ,)Jmm f-3 
(C). (3) 


写成 矩阵 形式 得 
| [nen+])]? \ 9 
| | 
[n(n+1)]> | | 3 
| 
[nim-*1)]* | | 0 4 4 


Lu 0 1 10 


(4) 
其 中 的 行 对 应 于 7 22,3,4,.. (4) 式 中 间 的 那个 矩阵 的 每 一 


行 ， 是 由 Paseal 三 角形 的 相应 行 一 隔 --- 地 删 去 元 素 而 得 到 的 
( 即 ， 对 于 Pascal 三 角形 中 的 奇数 行 ， 删 去 其 偶数 项 系数 ， 而 
偶数 行 则 删 去 其 奇数 项 系数 一 一 译注 )。 记 uw= nO D. 8E 
Jj OR CD, XT SECURUS. 


Se) ( , \ u? 

Y» i 3 0 u? 

Se 0 4 4 -rp CO 
o] 

ba 0 1 10 5 | Th 


因为 4&=2 yn， 所 以 这 是 “ 奇 次 ”Faulhaber 多 项 式 的 完全 


解 。 特 别 地 ，u? 是 每 一 个 多 项 式 的 因子 ， 因 此 这 证 明了 形式 
(2), 
设 (4) 式 中 的 矩阵 为 = {f1;}， 则 有 


^u "oa M + 1) (6) 


或 者 /= 0， 如 果 对 于 上 及 7，(6) 式 不 定义 二 项 式 系 数 


(例如 ,f=( 7)=2， 而 当 >m, ^. mx X 
项 式 系数 ， 因 此 /44 = 0 一 一 译注 )， 逆 矩阵 
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1/2 
- 1/8 1/3 0 

F!- 1/6 -1/3 1/4 , (7) 
-3/10 3/5 -1/2 1/5 


Hey = 2 Y\n 中 的 因子 2 ， 这 就 导出 了 奇 次 Faulhaber 多 


项 式 中 的 所 有 系数 。 

Tits 还 考虑 了 偶 次 多 项 式 。 他 用 Pascal 的 方法 于 xt Gc 
D-i- 7 的 展开 式 ， 并 用 (3) 式 去 掉 奇 UE. S 
成 矩阵 形式 。 这 一 结果 即 为 


> | 3 ^u 
^n! 1 5 u? 
= 工 (2n+1) 0 
2 
2," 0 5 7 | us 
2) 0 1 14 9 u* 
(8) 


记 (8) 中 的 矩阵 为 G={g1y}， 则 有 


t+] í 
gy=( 36- D «1)*( RM» (9) 
其 中 ， 无 定义 的 二 项 式 系数 仍 用 0 来 代替 。 可 以 看 到 


211. 


1 
0 

G=F+ 0 F y (10) 
0 


Te, BDEOBME 
1/3 
-1/15 1/5 0 
G's| 1/21 -1/7 1/7 (11) 


- 1/15 1/5 -2/9 1/9 


就 可 导出 偶 次 Faulhaber 多 项 式 的 所 有 系数 。 
Faulhaber 本 质 上 是 知道 如 何 由 G” 去 求 得 Ff” 的 。 我 
们 将 他 的 算法 演示 如 下 ， 
取 F 下 ， 并 将 其 每 一 行 的 元 素 除 以 该 行 中 的 对 角 线 元 ， 得 
| 2 | 


| 
= 


"T 


F 


(12) 


| 
丕 取 G， 并 将 每 一 列 的 元 素 除 以 该 列 中 的 对 角 线 元 ， 得 
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3 
15 0 
G='0 5 7 
0 1 14 9 
|. acos ta oe 
\ | 
1 \|3 
1/31 0 5 0 
=| 0 1 1 7 | 
0 1/5 2 1 9 
0 | 
SO COR BEE 0909 900 000 099 | (13) 


比较 (12) 和 (13) 可 以 发 现 ， 上 面 导出 的 什 阵 中 有 两 个 矩阵 在 

相同 的 。 当 用 (6) 和 (C9) 来 分 析 时 可 知 ， 这 个 相等 关系 是 建立 

在 关于 二 项 式 系 数 的 一 个 简单 的 《并 非 重 要 的 ) 等 式 之 上 的 ， 
记 


{2 
| 3 0 
X =| 4 
(9 € 
K 
3 
rar 
Y= 7 ， 
0 o 
\ 
则 有 
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X'!F -GY:, 


或 者 取 逆 得 
F'X=YG", 


从 而 有 
Fl=yqtx}" (14) 

BABA, AYARC', REHAB RX', MAT 
FA 3 5,7,9,…, 分 别 去 乘 Go! 的 行 ， Ft FA 23954, 05 ***, 分 别 
去 除 共 列 。 因 此 ， 为 了 得 到 F~! 的 第 1 行 第 7 列 的 元 素 ， 我 
们 只 要 取 C” 中 的 相应 元 素 ， 乘 以 〈2 +1) 再 除 以 OG - DH 
可 。 

例如 ， 当 :=4 上 时 ，G” 中 的 第 4 行 中 的 前 4 个 元 素 是 


-1/15, 1/5, -2/9, 1/9. 


分 别 乘 上 
9/2, 9/3, 9/4, 9/5 


后 得 到 已 ”的 第 4 行 的 前 4 个 元 素 为 
- 3/10, 3/5; - 1/2, 1/5, 
因此 ， 由 多 项 式 
H l l 2 I 
Dont = ant DE -i tout tu ) 


导 得 


Faulhaber 的 实际 算法 并 不 完全 如 此 ， 因 为 我 们 用 到 的 
w= 2 yn 而 不 是 Yu。 但 是 ,这 点 差别 当然 是 微不足道 的 ， 
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算术 平均 值 -几何 平均 什 
不 等 式 的 再 讨论 9 


D.P. Minassian 


最 近 ， 在 给 学 习 保险 统计 学 的 学 生 讲 授 利 息 理 论 时 ， 要 
用 到 熟知 的 以 下 事实 ， 

命题 7 个 非 负数 的 算术 平均 值 大 于 或 等 于 它们 的 几何 
平均 值 ， 而 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 这 7 个 数 都 相等 。 

见 文献 [1 中 的 第 39 页 ， 

我 给 出 了 命题 的 一 个 适合 大 学 一 年 级 学 生 〈 他 们 只 学 过 
一 元 微 积分 》 WUE. TEM REM, 7b Re EH 
人 并 不 多 。 而 已 有 文献 中 包含 的 证 明 , 或 者 根本 不 用 微 积 分 ， 
KA FAB T RRN GR oy AA, 

我 的 证 明 方 法 还 能 被 用 于 得 到 一 些 推论 ， 这 些 推论 起 . 
的 ， 至 少 我 在 文献 中 没有 见 到 过 。 这 些 推论 又 促使 我 去 考 
虑 ;如果 将 非 负 假定 减 罚 , 不 等 式 又 会 怎么 样 ? 到 目前 为 止 ， 
还 很 少 有 人 注意 到 这 个 问题 ， 

命题 的 证 明 e Xita nsdn 是 了 个 任意 的 非 负数 ， 要 
证明 | 

(p The arithmetic-geometric mean inequality revisited, 


elementary calculus and negative numbers, Amer.Math.Mo- 
nihiy,94(1987) ,977—978, 
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TT it TR s M E Xy. s (1) 
其 中 等 号 成 立 当 及 仅 当 s nx mt. 
如 果 其 中 有 一 个 x, =0， 则 不 等 式 (1) 显然 成 立 ， 因 此 假 
定 每 一 个 xi >0。 
Ay K=x, to + xy 120, c=x,x,_,>0, Db (D AR 
OF FALE 


f (x4) 2 (xq +k)" — n*ex, 220, (2) 
对 7 用 数学 归纳 法 。 设 
k>(n-1)cn-1, (3) 


其 中 等 号 成 并 当 且 仅 当 ==xn-1。 当 n=2 及 n=3 时 
(3) 式 显然 成 立 。 在 (2) 式 中 将 x4 换 成 实 变量 x AS BE 
的 正 负 ， 计算 f 的 一 阶 和 二 阶 导 数 ， 发 现 1(x) 仅 在 
Xmin = nol/(^-1 k (4) 
Ub MAL. H. 
f Gg = n"e[ k -= (n- Del/*71)], (5) 
由 归纳 假定 (3) 得 CCm 220. 4n E n 是 偶数 ， 则 xmin 是 
f(x) ROME BE et, Mai f(xmin) 是 最 小 值 ， 但 当 n 是 奇数 时 ， 
f GO TEXAS xmax <0 处 有 唯一 的 极 大 值 且 zsx<xmin。 但 无 
论 何 种 情形 , (2) 式 对 非 负 的 xs HEMI. 另外 ,f(xmin) =0 
当 且 仅 当 (3) 式 是 一 个 等 式 ， 由 归纳 假定 ， 又 当 且 仅 H xc 
"— Xe, 于是， 由 (4) 得 到 xnin( 即 x4) = xna-i。 
命题 证 毕 ， 
下面 列 出 一 些 推论 ， 它 们 的 证 明 将 作为 习题 留 给 读者 。 
公式 (2) 及 甚 证明 实际 上 说 明 ， 负 的 xx CA xs) HELE CD ATK 
然 成 立 。 
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推论 ] EnD Xx xox, 中 的 任意 n -1 个 且 
假定 它们 都 是 证 数 (不 失 一 般 性 ， 设 xn BS FBO. IES 
AC, Ni, 

Ci) Ap on SA. 

(a) Anl mb di 2^9 x; (Qc ID EAR RH SER, Uf ERE- 
Hyde r0; Sop, ASEXAXOORODNABAXM xx, r H 
BUE xz x, -r 处 (1) 是 一 个 等 式 ， / 

(Q0 Au A AAW x, <n) BBHSE, WS A 2 SS, 
r0 Kr >0s BY, MARAA HAA xxr HE 
rif n, Ab SEX AE. 

Gi) 如果 n BURG, WE f AEG. 

这 一 推论 产生 了 了 算术 平均 值 -几何 平均 值 不 等 式 的 一 个 
未 被 注意 到 的 推广 。 

推论 ] 设 X; , Xn 是 n ^E Ae A TWE), E 
IIP EREE, HPA Nn-1 TRORA lrn’ A 
应 是 (3) 式 的 正和 及 正 积 。 则 

(a) 者 nt 是 奇数 , 则 对 推论 工 中 的 所 有 XxX 寺 Xn 之 r( 或 7)， 
算术 平均 值 ~- 几 何平 均值 不 等 式 成 立 ， 

(b) 若是 偶数 ， 则 算术 平均 值 ~ 几 何平 均值 不 等 式 成 
3r. 而且 ， 如 果 在 不 等 式 (1) HRW nw, ME 
Xs 是 正 还 是 负 , 这 种 形式 的 算术 平均 值 和 几何 平均 值 不 等 式 

也 许 是 因为 这 一 结果 ， 鼓 舞 了 我 们 减 蜀 非 负 假设 去 进 一 
步 研 究 算术 平均 值 … 几 何平 均值 不 等 式 , 我 们 仍 将 下 面 的 结论 
作为 习题 留 给 读者 ， 它 们 是 新 的 结果 ， 

A | 
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G(X ty Xn) (CK, HX, tee t+ xn) -Nn x Xxx (6) 
A Nn EAR. 

推 伦 2 ie TAT, Xie %, 是 任意 实数 。 又 设 除了 
第 一 赴 限 及 坐标 均 为 负数 的 卦 限 外 ， 在 R” AH dx 2^ -2 4 
HAEA -- PH, g ABLE C- 20,200 中 变化 。 在 (2) 并 中 
WMR C= 0 Hx; Coin) hye oe ap ee PB ba A — A 
T 如 方程 9g = 0 ER Xn AE RAS xy, Xn, AY AR HI 

0 是 “唯一 的 > n—1 See dh. 

推论 5 ik mE RB. WIE n 2E Descartes 空 间 中 的 每 一 
条 平行 于 坐标 轴 的 直线 上 ， 可 能 除去 一 个 有 限 区 间 外 ， 不 等 
式 (1) 的 两 边 取 7 次 笑 厂 仍 成 立 。 荔 外 ,除了 第 一 卦 限 及 坐标 
全 为 负数 的 卦 限 外 , 9 在 其 余 的 每 一 个 卦 限 上 都 是 无 界 的 。 


参 * X B 


[1] 9S.G.Kellison, The theory of interest, Irwin, Homewo- 
od, IL, i970. 


CES aH, GRRE 
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因子 分 解 与 素数 判定 (二 ) 


J.D.Dixon 


$7 因子 分 解 


在 实践 中 ， 当 我 们 要 对 nt 作 素 因子 分 解 时 ， 常 先 用 试 除 
法 来 去 掉 它 的 〈 约 不 超过 10* 的 ) 小 素 因 子 。 然后 对 未 分 解 
的 部 分 反复 用 伪 素 数 检 验 法 (47) 式 ， 直 到 证 实 它 是 合 数 或 确 
信 它 必 为 素数 时 为 止 。 在 确信 ?是 素数 时 ， 必 须 给 出 一 个 严 
格 的 证 明 ， 我 们 将 在 $13 中 加 以 叙述 。 EER n uA IP? 
必须 要 找 出 7 的 一 个 真 因子 。 在 找到 7 的 一 个 真 因子 后 ， 原 
来 的 问题 就 比 为 两 个 较 简 单 的 问题 ， 然 后 重复 上 面 的 做 法 。 
迄今 所 知 分 解 因子 的 最 强 有 力 的 方法 可 在 数 小 时 内 将 50 位 
左右 的 数 作 因子 分 解 ， 但 是 对 再 大 的 数 进行 分 解 就 要 磁 磁 运 
气 了 ( 见 [45jJ)。 对 大 数 成 功 地 加 以 分 解 是 用 一 组 特定 的 方法 
来 实现 的 ， 其 中 某 种 方法 可 能 对 某 类 整数 或 多 或 少 更 适合 一 
He. 15$ 8 一 11 中 将 对 实践 中 有 一 定 实 效 的 主要 方法 概略 予 
以 介绍 ,其 细节 可 在 [20j 及 [21j 中 找到 。 在 $12 将 讨论 一 些 
理论 性 的 结果 ， 


$8 RRA 


一 旦 从 给 定 的 整数 ”中 去 掉 了 它 的 小 素 因 子 ， 试 除法 通 
党 就 不 再 有 效 了 。 短 法 是 一 种 改进 ， 它 可 以 剔除 各 种 类 型 的 
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可 能 因子 。 比 方 设 n 是 一 个 Fermat 数 Fe = 2? +1， 有 素数 
rin, HAU: RC x = 2mod r 满足 关系 Ax = - 1, 由 
引 理 1 Sa, x 的 阶 为 24+1。 因 此 25 Lo - DP? 这 也 就 是 说 ， 
n WA SPEC r 都 在 算术 级 数 2* im +1Cm=1]1,2,…) 中 ， 
习题 13 (a) HEWN, A ko HAER Feo BARA 


2**!|(r- 1X, dis r=j(modg), & ( je L 

(b) (Euler,1747) 求 F; 的 -一 个 类 因子 。 

显然 ， 刚 才 所 说 的 方法 与 7 的 侍 殊 形式 有 很 大 关系 。 一 
种 更 广泛 适用 的 得 法 要 用 到 二 剩余 ，1798 年 Legendre 发 
现 ， 如 果 对 某 两 个 与 1n 互 素 的 整数 4,c 有 0 三 a(mod n), Wi 


对 每 个 整除 1 的 素数 7 EUR ema (nod r), Aiti( >) = 1.4 


果 为 奇数 ， 则 由 二 次 互 反 率 知 (17) 可 以 算出 来 ,这 就 说 中 


r 必定 在 某 个 算术 级 数 中 ， 当 4 (aa -了 时 这 级 数 的 公差 为 
[a], mH 4 f (a — DHT, ox RUD lal. UR ND E 
nia tEAM, WAHAR ”的 可 能 取 值 有 所 帮助 CAL 
[23]. MUA eH BEZEL 171 § 322th) 。 

例 ”作为 一 个 稍 显 造作 的 例子 ， 我 们 考 Bn=1711, idi 
章 16:。7-9:=1711 及 372:。5-1=4。1711, 故 7 和 5 均 为 


BE 4 之 平方 ， 故 对 每 个 整除 ”的 素数 rs ()-(2)-10 


及 
CHA -p"nivrzr(lpUuryro 


|. Amreirzl(amod5)H rest1,t9 2€ +25(mod 28), 。 同时 
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满足 这 两 组 条 件 的 最 小 的 一 些 整 数 是 19,19,29, 实际 上 
确 有 7r=29 ER n, 

此 例 表 明 ， 在 应 用 这 个 方法 时 会 出 现 两 个 困难 。 首 先 ， 
要 能 找到 一 些 比较 小 的 整数 ， 它 们 是 模 n 的 平方 数 ， 第 二 ， 
需要 有 一 种 有 效 的 方法 ， 能 将 对 不 问 的 模 所 获得 的 有 关 ? 的 
信息 综合 起 来 .Legendre 建议 对 各 个 整数 上 用 (kn)'%? 的 连 分 
数 到 近来 解 第 一 个 问题 〈( 见 下 面 第 11 节 ), 在 过 去 的 五 十 年 
E, Lehmer 及 其 同事 造 出 一 系列 特殊 用 途 的 计算 机 CE Js 
线 得 六 ， 用 以 解决 第 二 个 问题 。 渐 近 地 说 来 ， 此 法 很 盖 ， 甚 
运算 时 间 的 增长 性 大 致 与 en? 相当 ,不 过 这 里 常数 e 可 能 相 
当 小 。 尽 管 如 此 ， 这 个 方法 一 直 颇 有 具 竟 争 力 ， 因 为 对 完成 它 
们 的 特殊 任务 来 说 ， 延 迟 线 第 要 比 当代 的 通用 计算 机 要 快 得 
多 。 七 十 年 代 初 期 在 Berkeley 建造 的 SRS-181 每 P» 可 处 理 
2:10 HER, HRA RS BRA Can Willia- 
ms 在 Winnipeg 所 造 者 )。 


$9 Pollard 的 Monte Carlo 方法 (或 Rho 方法 ) 


设 S 是 一 个 有 限 集 合 ,Map(S) 是 由 S 到 5S 的 所 有 映射 组 
成 的 集合 ， 对 任 两 个 队 S BS 的 上 映射 4,4EMap(S)， 定 义 4 
与 4 的 一 个 复合 运算 。 如 下 : 

(Ao #)(x) =ACH(X)), VXES, 
任 玛 一 个 映射 VEMap(sS) 及 一 个 元 xoES， 控 
Xo = (Xo) VG) ,J* CX) = 3 (O8) yee" 
一 直 做 下 去 ， 就 得 到 属于 S 的 一 列 元 素 ， 但 由 于 S 中 仅 有 有 
限 个 元 素 , 故 必 存 在 一 个 整数 ILE xy D, (XQ) 
WB. (AKER U ELO,L-1) vi Oy) 29! (x), 
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数 1 称 为 x 在 映射 乡下 的 轨道 长 度 。 注 意 ， 当 K> 纺 时 , 序 
FI (P (xo) EE L- Ur 为 周期 的 。 

现在 设 SH m RRA MES, AB x Ped, 
故 使 x 的 轨道 长 至 少 为 工 的 那 种 映射 YE Map(S) 的 个 数 为 


l-1 l-1 
m™-1 [Ti - 0 «m^ exp( - > i/m ) 
| i~0 


i70 


= m" exp( -i(i 一 1)/2m), 


因此 ， 对 每 个 4>0,Map(S) 中 使 ze HRE K Bb A Am)? 
+ 1 的 映射 所 占 比 例 少 于 exp( -4)。 于是， 将 只 有 比较 少 
的 元 素 对 xo, 使 其 轨道 长 大 于 比方 说 5m, 3€ 们 将 把 这 种 
元 未 对 xo, 9 PRA Ah” (5121 12] 80 3.1.12 比较 )。 

应 用 这 一 事实 ，J.M.Pollard 在 [39] 及 [40] 中 得 到 如 下 
WP POR. Hen APR ei rin &S-Z.,ik wv 为 一 
^E. EP Bw. Sn OCH 对 yo(modr),y 不 
Fe PSP I! ,yoCmod DERIT v. Firg ffoB EK mod sr n 的 一 
个 小 倍 效 。 我 们 不 知道 r+ ， 因 而 无 法 计算 Z;, 中 的 诸 元 素 
xk 王 ykCyomodr)， 但 我 们 可 以 计算 序列 {yk}， 其 中 对 每 个 
k> 9,9,€[0.n-lIB VV Cy.) (mod 0), MRA kE 
有 x,73y, Qmod r) .利用 上 上 述 记 号 即 知 ， 只 要 Ko (y) 
就 是 以 4= -为 周期 的 序列 。 这 表明 ， 只 € k—h l^ H. 
dj (有), 就 有 Tr 整除 GCD Uk- Ynn. 这 是 求 递 推 序列 中 
的 辕 的 一 种 特例 。 首 先是 .下 .Floyd 求解 这 一 问题 ,他 发 现 
可 以 对 k=2h 求 出 解答 ， 此 后 ，Brent[6] 证 明了 ， 对 形 如 
h-2! -1,k=21+j,0 志 1<21 的 上 及 求解 常常 更 好 些 。 
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其 关键 在 王 按 此 法 求 合 适 的 Yn 及 yx 内需 对 该 序列 中 的 两 个 
ERICI. kim Pollard 的 方法 只 要 求 很 少 的 存 储 E. BR 
韭 我 们 极 不 走运 ， 否 则 总 可 以 得 到 7 的 一 个 形 如 GCD (yx 一 
Ynn) MARAT. 

8] itn-30623, RV CO -x*'* 1 yo71. BA, X 
Bp k0, MER Y= Uk) (nod 0) B) y, 的 值 列 即 为 : 
1,2,5,26,677,20608,190667,22400,**. Scb b, 24k HL 
区 间 [2 ,2 全: - 1M, RA vx 的 现在 数 A F vois, 的 值 储 
存 着 。 我 们 发 现 ， 几 -加 = 22374 5 n'H— A H F113, K 
113 HA n 的 一 个 真 因子 ， 

怎样 来 挑选 少 和 Xo, i PERM Ze 的 非 例外 元 素 对 了 昵 ? 
尽管 可 以 证 明 站 应 是 非 线 性 的 ， 也 不 能 形 如 x* -2， 但 一 般 
来 说 对 此 没有 什么 肯定 的 结论 。 对 直到 10° 的 素数 提供 的 数 
E ( 见 [20]) 表 明 ，y(x) =x?+1 或 x?-1 既 容易 计算 ， 也 相 
当 好 ， 这 些 国 数 用 得 最 广 ， 通 常 在 OC’) SIRS fd d x 
因子 。 此 法 最 令 人 注目 的 成 功 是 对 78 位 Fermat 数 Fe 作 因 
THR, Fe 是 合 数 ， 这 已 于 1909 年 He J.C. Morehead ff A. 
E.Western 所 证 了 明 ( 见 L8J)。Poliard 证 明了 Fe 有 下 列 分 解 
X: 
F= 93461639715357977769163558199606896584051237541638188580280321 

. X 1238926361552897。 


AK Pollard 方法 的 细节 及 实施 等 ， 见 [6],[8j,L20],L21] 及 
[40]. 

BEER shah n SA—T RAF r<n'?, Monte Carlo 
方法 的 执行 时 间 大 约 为 9 ,但 是 这 个 结论 是 以 一 个 未 能 
证 明 的 猜想 为 条 件 而 获得 的 ， 这 个 销 想 是 说 所 选取 的 特殊 元 
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KH xy 是 非 例 外 的 。 至 于 这 个 方法 (或 者 是 它 的 某 种 修 
K) 是 否 可 进行 完全 的 分 析 ， 这 仍 是 一 个 没有 解决 的 问题 

习题 14 证明, E x,ces His] 2 m,y ROB S E S HY 
所 有 一 对 一 的 上 映射， 则 在 这 种 映射 少 下，xo 的 平均 轨道 长 度 
为 (m+1)/2( 此 例 可 用 来 解释 为 什么 Pollard 方法 中 不 应 用 
线性 多 项 式 )， 

习题 15 (Pollard) itp 为 素数 ,g BHP 的 一 个 原 
根 。 利 用 上 面 的 思想 给 出 一 个 算法 ， 使 对 任 一 满足 p14 的 
整数 a ， 此 法 可 求 出 关系 式 gi 三 a(mod p) 中 的 指数 ,其 执行 
时 间 以 OCpY2Cln p)3) YR 《有 关 结 果 见 [3] 及 538])， 


$10 WAU. 的 群 构造 求 n 的 因子 

若 n 有 s 个 不 同 的 素 因子 ， 由 于 对 每 个 ni =r, Us, 
都 有 一 个 唯一 的 2 阶 子 群 ， 因 而 不 难 证 明 = {x CU, |x? = 
1E Us 的 一 个 阶 为 2 的 子 群 〈 见 (49) 式 )。 反 之 ， 若 对 某 
Ay i Be e AF c—1(mod n) Hex +1nrod n), Wil GCD(e- 1, 
1) 是 了 的 -个 真 因子 。 因 此 了 RENEA + LOAM n 
的 一 个 真 因子 ， 许 多 因子 分 解 方法 者 是 以 此 作为 基础 的 。 

习题 16 设 对 某 个 整数 4-1， 若 Z[Xj 中 一 个 4 次 多 
HAE 2, 中 有 4+1 个 不 同 的 根 ， 那 么 ， 你 可 以 怎样 来 求 n 
的 一 个 真 因子 呢 ? 

现在 假设 知道 有 一 个 整数 m0, BMRA CCU, 满足 
=], idm=2,2 41, ME n R—-P RB, A 引 理 4 
说 明 : 对 Un PRL bce, WPRO RR 阶 的 ,但 
片 不 包含 -1，、 对 于 这 种 邢 索 xELUn， 人 在任 一 个 指数 上 EL0， 
h-1], y= 41,8 y=1, RETA 的 一 个 
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真 因子 。 这 就 产生 出 一 种 概率 算法 ， 在 这 个 算法 中 ， 从 Un 
中 独立 并 一 致 地 随机 选取 一 列 x 的 值 ， 当 找到 一 个 x ， 能 按 
上 法 从 x 得 到 7 的 一 个 真 因 子 ， 则 算法 中 止 。 需 要 选取 的 六 
的 个 数 平均 来 说 至 多 为 2， 故 而 为 求 得 7 的 一 个 因子 所 需 的 
单 精度 运算 的 平均 次 数 是 Ona nl m). Pian, k 知道 
Un IBT OD, M) m=?) 可 很 快 对 1 加 以 分 解 。 取 =n1 
也 行 得 通 ， 不 过 那样 的 话 Inm MARAT. 

一 般 说 来 ,不 可 能 找到 一 个 是 够 小 的 普 使 上 述 方法 可 行 ， 
除非 能 对 的 算术 构造 有 进一步 的 了 解 〈 而 这 正 是 我 们 要 寻 
求 的 ! )。 尽 管 如 此 ，D.N.Lehmer fu D.H. Lehmer dà # i 
过 此 法 的 一 个 变 体 RRR), J.M.Pollard( 39 1t BE 0H 过 此 
法 的 变 体 ， 这 些 方 半 都 获 致 某 种 成 功 。 闫 定 一 个 常数 o>0 

(在 茶 些 应 用 中 大 约 取 为 10;)， 令 位 表示 小 于 6 的 所 有 烷 数 
震 的 最 小 公 倍数 .车 n 有 分 解 式 (1) 且 对 所 有 G6 007 Im, 
WE C400 An, H Br xeUs Hd x" -l1, f Ei 7j 
SGA. Rin, AEG S5 —T10;ó5Im, HI 8E HE 
一 个 分 解 ， 因为 在 此 情形 我 们 总 有 x”mod?r;=1， 因 而 
GCD(x" — 1,n) cl. 4-H fex CW 201,039 及 [633) 扩 大 
了 这 个 方法 的 适用 范围 ， 但 是 方法 能 否 成 功 在 一 定 程度 上 依 
Hi A 

6j 设 2=1711 并 Re=10, Wi m = 29437507 = 2520. 
取 x=2， 则 x™==523(mod n) H. GCD(522,n) = 29, 1X BE an 
的 一 个 真 因 子 。 

习题 17 ”如果 与 Us ONER. IER xi axt 是 从 Un 
到 其 自身 的 一 个 一 对 一 的 映射 ， 其 道上 映射 也 有 zxe 的 形 
A, XX HO. 是 某 个 整数 。 试 说 明 ， 如 朵 nRT CR, 
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怎样 从 上 来 计算 KX 。 反 过 来 证 明 ， 如 果 已 经 知道 一 对 这 样 
MRR kk’ kol 《它们 的 大 小 与 nn 相当 )，7n 可 以 很 容易 
AAA. (因此 计算 反 国 数 了 将 ;分解 成 素数 一 样 困难 .这 
A BT AIE “Bas Tem Be” , DA C 132. 2 


$11 AFRMERRAE 


tn k-- AR, HERB) Uns 中 一 个 满足 <= 1 月 xs 
£1 7%, BERBERA 2 的 一 个 其 内 了 Root ke, 只 要 7 不 
是 素数 肾 ， 就 在 在 这 样 一 个 元 乘 Xx 。 显 然 ， 只 要 求 请 足 C= 
b* (mod n) ,a2x + b(mod n) Ha 8 EM < a,b atir, R joGCD(a- 
boise nBg—^- RET. 1613/45, MA ARO Hg ino 
-b° #ja Alb, Fermat —7 了 了 因子 分 解 〈 见 ! 12 jp. 
357). fit R.S.Lehman( 25 ye] T, xf Fermat 的 想法 用 
Farey SR JL ax HI REZR UL Bo A A, Rue 筑 时 
间 为 O03)， 但 它 似 乎 还 不 能 与 其 它 已 知 的 算法 匹敌 ， 
种 更 好 的 方法 如 下 所 述 ， 
我 们 定义 因子 基 是 由 一 组 非 零 整 数组 成 的 一 个 集合 B= 
(bo, b...) Plann - LA A A + AAR SS. BR 


称 为 一 个 旦 - 数 ， 如 果 由 emat (mod n) fee € EE 所 定 
义 的 整数 c 可 表 为 B 中 ECEBUT HO ERI. Hoa BP B- 
数 .我们 就 可 算出 整数 eCa, 站 二 0 使 at 了 bt 21 (mod n) 


KE PS B-Boa, Wb ge M hi JHE n uc ela) = (e(a,0)， 
,2(4,4))。 如 果 能 求 得 由 8B P 一 .个 充分 大 的 从 合肥 
(由 监 4 的 元 素 个 数 141 =A 2 就 足够 了 )， 那 么 对 模 2 来 
Ub, Win] e((a€ 4) 就 是 线性 相关 的 。 应 用 (ZZ, 上 〉 通 常 
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Hy Bev RBM, ARKET ACA fi 
(2,600 =(0, 0) (mod 2), 


, 
aca 


从 而 对 每 个 让， hs = D 。(a,D 是 整数 。 现 在 如 果 我 们 定 
acA 
X, 
u= |] aod, v= TT t (mod n), 
a E A 
则 有 =v (mod n), WR WEIS4iuciv(modm, RTE 
到 n 的 一 个 真 央 子 。 
Bj 4>n=1711, WA 
417-1711 = -30, 83? -— 41711 = 45, 
124? -9.1711 = -23, 455-121*1711^» —6, 
利用 基 B -(-2,3,5) B 3 
411*z(-25»3*5, 83'z53*.5, 455?2x( - 2)*3 (mod n), 
虽然 这 里 只 有 三 个 同 余 式 ， 但 是 我 们 发 现 上 面 三 = A 4 Ji FA 
— 2,3 5 的 指数 所 组 成 的 三 个 癌 量 (1 ,1,1),(0,2, 了 及 (1， 
1,0) 对 模 2 来 说 是 线性 相关 的 ， 这 是 因为 这 三 个 向 量 的 和 为 
2(€1,2,1) =(0,0,0) (mod 2), & 
(41*83-455)*2:(( — 2) 3? ^5)? (mod n), 
但 由 于 
41.83.455= 一 (一 2).32.5(mod7m)， 


Re A Eiz. Xi. AHB- -AE A185 - 20-1711 = 5 Fh 
A 4s 5 Baap 0,050). Hr 
(0,2,1) + €0,0,12 = 2(0,1, DD, 
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我 们 即 得 (83.185):=(3.5)2(mod n)， 由 此 就 得 出 一 个 HA 
f Ay G6CD(83:185—3-5,0) = 29, 

这 个 想法 可 追 调 到 1926 年 M.Kraitchik 的 工作 [22]， 不 
过 它 并 未 以 任何 系统 的 方式 表述 过 。1931 4f, D. H. Lehmer 
fl R. E. Powers 31 提出 一 个 类 似 的 想法 ， 其 中 要 用 到 eg- 
endre 的 一 个 方法 来 产生 比较 小 的 二 次 剩余 〈 可 以 预料 E 
常 可 分 解 成 较 小 素数 的 乘积 )。 但 由 于 当时 还 没有 快速 计算 
工具 ， 它 们 的 方法 无 法 实用 。 直 到 出 现 储存 量 大 的 快速 电子 
计算 机 ， 情 况 才 有 了 改变 。 六 十 年 代 后 期 ， 以 [314 的 思想 作 
为 基础 ，jJ.Brilljhart f] M. A. Morrison 将 其 系统 化 并 在 计算 
机 上 实际 使 用 。 当 即 获得 首次 重大 成 功 ， 将 39 位 的 上 ermat 数 
Fi 进行 了 因子 分 解 ， 他 得 到 

= (5964958812749721) 。(5704689200685129054721)， 


— Wí36D 人 们 就 已 知道 Fi 是 合 AX. xx 种 方 
法 现在 称 为 连 分 数 方法 ， 在 对 直到 大 约 50 位 的 整数 进行 因子 
分 解 时 ， 它 是 涯 今 最 成 劝 的 一 种 方法 。 | 

那么 ，Legendre 求 小 二 次 剩余 的 思想 是 什么 呢 ? 一 般 来 
说 ， 任 何 无 理 数 的 连 分 式 展 开 部 给 出 一 列 越 来 越 接 近 的 有 理 
逼近 《比方 见 -614 第 虐 章 )。 特 别 地 ， 如 果 n^ 是 完全 平方 
数 ， 只 利用 整数 的 算术 ， 可 以 算出 两 个 递增 的 整数 序 剂 {uk] 
RMU}, TEX BRED kA 


|n? — u,/v, | 1/v,v,.,, 


ME up-nep-ay, OH wx 是 一 个 整数 B Is] C27, Hj 
此 {we} 是 的 一 列 二 次 剩余 ， 其 大 小 均 为 OLm2)。 此 外 ,对 
任何 能 整除 w, 的 素数 p ， 都 是 p 的 二 次 剩余 。 取 因子 基 
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B 是 由 -1 及 前 个 满足 (”)=1 的 素数 组 成 的 集合 《是 一 
MEERA TERRO, we 比较 小 时 就 增加 了 us 是 B- 数 的 
可 能 性 ,这 样 可 望 产生 出 足够 多 的 8- 数 以 使 我 们 的 方法 能 获 
致 成 功 。 在 实践 中 要 注意 几 个 要 点 ,不 需要 计算 出 wk 并且 只 
HEAT BL ”计算 ups 有 了 时候 对 某 个 小 整数 4 用 (dn)'2 的 连 分 
AH ACRE n? 会 有 所 神 益 。 对 此 人 们 做 过 许多 研究 ， 以 设法 
保证 筑 法 的 实施 尽 可 能 右 效 ,其 中 - : 些 成 果 见 原始 论文 [36]. 
X164 hf dS gos, 4 n A10 到 105 这 范围 内 Bt, OP SY 
运算 时 间 大 约 与 m2 成 比例 。 最 近 的 论文 [45] 讨 论 了 若干 新 
方法 ， 它 们 使 这 算法 的 运算 速度 提高 到 原来 的 10 一 15 倍 ， 其 
中 一 种 方法 是 “时 期 天 折 战 略 ”， 即 当 有 证 据 显 示 wy 没 有 
足够 小 的 因子 时 ， 误 在 早期 弃 去 wu. FEA JC AE 分 Be 
算法 的 有 效 性 进行 过 完全 的 理论 分 析 ， 但 是 最 近 的 两 篇 文章 
证 明了 ， 以 一 些 合理 的 但 未 经 证 明 的 关于 素数 分 布 的 猜 筷 为 
基础 ， 该 算法 的 渐 近 运算 时 间 形 如 
exp{c(in n lnln n) V?) = neunana) 1/2 


CM 431 [52 D. 


812 因子 分 解 可 题 的 理论 估计 


令 人 遗憾 的 是 ， 实 践 中 最 有 效 的 那些 因子 分 解 方法 的 性 
能 均 无 恰当 的 分 析 。 如 上 所 述 ， 连 分 数 方法 颇 得 经 验证 据 的 
Te CWpre4l]'g[45 D. [63 ALOT PH CAA BBE 
些 统计 资料 。[20j 中 报告 了 在 极限 范围 内 支 持 Monte Carlo 
方法 的 计算 证 据 。 在 有 关 素 数 和 素 因 子 分 布 的 某 些 合 理 的 但 
是 未 经 证 明 的 猜想 成 并 的 条 件 下 ，L43jJ 和 [52j 都 对 连 分 数 方 
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法 及 其 变种 进行 了 分 析 。 但 这 仍然 不 能 保证 对 7 的 某 些 (也 
可 能 是 大 多 数 ) 值 ， 这 些 方法 不 会 全 都 变 得 很 和 次。 于 是 人 们 ] 
很 希望 能 有 一 种 (虽然 从 实践 的 观点 看 它 肯 定 会 是 很 差 的 ) 
方法 ， 对 这 方法 可 以 作 完 全 的 分 析 ， 并 能 证 明 对 每 个 e 盖 0 其 
运算 时 间 是 O(n"), 

这 种 渐 近 快速 因子 分 解 算法 是 一 种 概率 算法 ， 它 是 以 日 
然 利 用 因子 基 为 其 基础 的 。 利 用 第 11 市 的 记号 ， 我 们 劳 虚 由 
-1 和 前 hh 个 素数 组 成 的 基 昌 = {50,…,b;}。 这 个 算法 中 的 
基本 步骤 和 在 于 从 | 1 - 与 中 独 记 并 一 致 地 随机 选取 足够 多 的 
整数 ， 让 到 得 到 由 B8- 数 组 成 的 一 个 集合 4， 其 指数 回 晤 
ela (ac Ays] Es 2 是 线性 相关 的 。 如 第 11 市 所 指出 的 ,这 样 
就 产生 出 — 0 d RE wu? ==v? (mod n) fy S Mp u,v, 4 ues xv 
(mod n) 时 就 得 到 7 的 一 个 真 因子 。 现 在 证 明 下 面 的 定理 就 
不 太 困 难 了 ， 

定理 7 (J.D.Dixon) io PRR, M_E i 所 述 
ZEA AG OR RE FR SI n 7 BEN FE BD Hy /2. ESP, 
TE (EST EAB 01,047 0, ET Gy RA = Cexp{c, Cla nlnln ny!2}] 
H. 上 述 基本 步 又 一 直 重 复 到 求 得 7 的 一 个 真 因子 为 止 ， 则 算 
法 的 平均 运算 时 间 为 O(exp{fe (in n laln n), 

xo 在 原文 [14] 中 得 到 ce=w2,c=3w2. 这 些 数 
值 在 [21j 与 [52] 中 得 到 了 改进 。 在 [43j 中 证 明了 ， 对 于 最 佳 
选择 的 有 ， 平 均 运算 时 间 形 如 exp{ (2 + en) (In n lnia n)'7), 
这 里 sn 一 0(n 一 co) .因此 运算 时 间 的 增长 性 比 ma 的 指数 函 
BUS, Tbe Inn 的 作 何 寡 次 增长 得 都 快 。 

文 [43] 与 [52] 对 整整 一 类 内 子 分 解 算法 进行 了 仔细 的 分 
析 ， 它 们 和 比 属 上 面 的 类 型 ， 但 用 了 不 同 的 方法 以 使 能 更 有 效 
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地 选取 由 8- 数组 成 的 集合 A。 这 些 论文 使 得 用 来 支持 所 提 
由 的 方法 的 某 些 非 常 粗 赂 的 讨论 得 以 精确 化 。 对 算法 的 分 析 
是 不 完全 的 (这 此 分 析 是 以 汗 楚 陈述 的 但 未 经 证 明 的 合理 猪 
想 为 基础 的 )， 但 它们 的 价值 在 于 显示 出 备 种 不 同 的 修改 可 
能 会 怎样 影响 算法 的 实施 。 这 两 篇 沦 文 在 处 理 连 分 数 方法 的 
同时 ， 还 都 对 这 里 未 曾 讨 论 过 的 一 些 因 子 分 解 方法 作 了 站 有 
趣味 的 详细 了 蚜 究 ， 其 中 包括 R.Schroeppel 的 线性 篇 ( 见 
[43 D, Pomerance 的 二 次 篇 ( 见 [43j 及 [18]) ,以 及 D.Shanks 
的 一 种 方法 的 变形 〈 见 [564[52j 及 [533)7，Shanks 的 这 一 方 
法 在 判别 式 为 -7 的 二 大 三 次 型 的 等 价 类 作成 的 群 中 有 效 ( 这 
jg 34e pur Bl Causs 最 初 的 研究 [173)。 我 们 还 要 提 及 Shanks 
的 另 一 个 称 为 SQUFOF 的 方法 ， 它 对 某 种 范围 的 ”相当 有 
效 〈 见 [59])。 | 


$135. 导 求 近似 多 项 式 时 间 的 素性 证 明 


分 解 整 数 的 最 后 一 步 是 证 明 分 解 出 的 各 个 因子 均 05 3 
数 。 假 设 ”是 猜想 为 素数 的 一 个 大 整数 。 我 们 需要 对 它 作 足 | 
够 多 的 (47) 型 之 伪 素 数 检验 ， 直 到 确信 了 极 可 能 是 素数 时 为 
止 ， 而 这 时 我 们 面临 的 任务 是 要 找到 一 个 证 明 。 直 到 不 入 以 
前 ， 虽 然 常 可 以 对 80 位 或 更 多 位 数 的 某 种 素数 给 出 素性 让 
明 ， 伺 却 上 开设 有 比较 快 且 一 致 的 方法 ， 常 第 较 小 的 素数 也 会 
弄 得 我 们 束手无策 《网 L62j)。 然 而 在 1980 Æ, Adleman, 
Rumely 提出 了 证 明 素 性 的 一 个 普遍 有 效 的 算法， 利用. 
Prachar 及 P.X.Gallagher 的 研究 结果 ,A.0diyzko 与 Pomer- 
unce 证 明了 ，。 该 算法 运算 时 间接 近 多 项 式 时 间 ， 即 为 
O(n n) ”这 里 >0 为 一 个 适当 的 常 数 〈 见 [4) ， 
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H.W. Lenstra, Jr. fp H.Cohen 作出 此 算法 的 一 种 流 线 形式 ， 
而 Cohen, A.K. Lenstra X D.T. Winter 对 它 仔 细 地 编制 了 
程序 〈 见 [11] 及 [33])。 最 新 的 报告 说 ， 此 程序 可 用 不 到 十 
分 钟 的 时 间 对 直到 200 存 的 素数 衢 常 规 给 出 证 明 。 尽 管 如 此 ， 
是 否 存在 一 种 可 用 上 产 格 多 项 式 时 间 给 出 素性 证 朋 的 算法 ， 仍 
是 一 个 没有 解决 的 问题 ，。 

Adleman-Rumely 算法 的 基本 思想 可 以 投 述 如 下 。 我 们 
需要 在 分 品 域 中 加 以 计 论 ， 本 处 所 用 的 方法 虽 已 比较 初等 ， 
但 仍 希 望 读 者 能 对 分 圆 域 及 Gauss 和 的 有 关 理 论 有 一 定 的 了 
解 。 现 在 想 要 对 n 施行 一 系列 推广 的 仿 素 数 检验 法 。 如 果 其 
中 有 任何 一 个 检验 未 能 通过 ， n 就 不 是 素数 ， 如 果 能 通过 所 
有 这 些 检验 ， 我 们 就 利用 这 些 检验 所 得 之 信息 来 构造 一 个 
(m. FAX RM n 的 可 能 的 素 因子 予以 限制 (与 第 8 市 比 
BL. MR nn 是 一 个 素数 ， 郁 么 ， 由 于 对 这 种 情形 中 我 们 
所 处 理 的 怀 的 算术 结构 我 们 知道 得 很 多 ， 因 而 可 以 选择 检验 
法 以 做 出 -个 非常 简单 的 第 。 如 果 这 些 检验 法 令 人 满意 的 
话 ， 我 位 研 能 证 明 1 的 每 个 烷 因 子 7 必定 位 于 比较 小 的 一 组 
算术 级 数 中 ， 这 些 算术 级 数 形 Ag tf mod w) 170,1, 0 
n, 此外， 选择 ww 可 以 保证 Us 的 阶 至 多 为 

z = O(n njen), 
故而 只 需 对 : 的 小 于 :的 值 加 以 考虑 。 于 是 ， 为 了 证 明 闻 是 
素数 〈 或 者 最 终 上 发 现 不 是 素数 )， 只 需 验证 ”在 上 面 所 述 
有 (在 下 面 考虑 的 概率 形式 中 可 Bee = 
。) 此 算法 的 关键 部 分 BER AREARE 来 的 
mete ets BPE hi bk? Hia WD 这 是 通过 一 个 
-一 般 性 的 互 反 律 来 实现 的 Eisenstein 互 反 律 就 够 用 了 )， 但 
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下 下 而 给 出 的 运 式 里 我 们 按 [33] 的 做 法 ， JR LIC oC 
基于 Gauss 和 的 初等 方法 。 

下 面 的 定理 8 描述 了 我 们 所 谓 的 广 闵 伪 素数 检验 法。 为 
了 说 明 这 些 检 验 法 上 开 纺 定理 的 证 明 作 准备 ， 我 们 首先 讨论 
Gauss Fy Hee pui HE Ie CULL 20a b. 

ip 和 9 是 不 整除 ”的 两 个 素数 ，pl1(9-1)， 讽 5p 5 
Ca AC 中 的 了 次 及 4 次 本 原单 位 根 。 设 g= gq 是 9-1 阶 循 
环 群 Ug 的 一 个 生成 元 。 由 于 P|1(49-1， 定义 Xpg 是 从 Ug 
中 元 素 到 循环 群 作 p> 中 元 素 的 一 个 映 射 : Xpq(91) 7650 ON 
所 有 1 了 )、 容 易 验 证 Xpg 是 Uy 到 《ep> 的 一 个 同 A ERA 
LA a 为 前 导 子 《conductor) 的 p 次 特征 。 对 每 个 整数 我 们 
定义 Gauss 和 


t(Xbq) = > Xpa Cu) 4, 


其 中 履 取 记 US 中 所 有 元 素 CHAR CG A RM, du 
Ci 的 值 只 与 1 mod 的 值 有 关 ， 故 无 任何 含混 不 清 之 处 )， 
注意 COO ER Rpg = Zii pa IF. 

引 理 6 J4 Xp 50 X, RA 

(a) TOOTOO 0 = xX( ~ Das 

(b) #n 为 素数 、 则 在 Rpg 中 有 

rryy P -1y (n) (mod n); 
(c) 车 对 每 个 素数 resp 有 和 := 他 (modr， 则 必 有 
Cb 7 55. 

证 明 ”以 下 出 现 的 所 有 的 和 式 中 ， 求 和 变量 第 遍 取 Us 
中 所 有 元 素 。 我 们 要 多 次 利用 如 下 事实 Anf EU p — 
MAGE MICE, BAK BUG 中 一 切 元 素 时 ，zw hee 
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rath. BGK. REO PBR Uv 是 一 个 与 9 TL 
W224 uc USE 4 NB TE le RIT, uv tte Hh oe BA 
的 一 个 简化 剩余 系 。 简 记 这 结 末 为 (了 )， 
(a) fie): 我 们 有 
orco = S, DaDa 


v 


=> S xave)xq Dt" (用 到 CF)) 


= ua XO. 
HF og =1, tp SELL BY WIR A H 
g 
KDE” — GU = -—]+ Soe? 
v U 0-1 
qio-p/Gr'-D-2-b 
--it* gi (uc bh. 
q-7-q-HL qi Cu + DEF. 
ue, Mp u UL IER (052,271 } 中 时 ,使 得 91 Cu t 1) 
风 只 有 4=4 一 1 这 一 个 值 ， 于 外 | 
(u+ id Dv 
Z 20) SRD, -(2731(0-D- 2,X00 


uwQq-1 


Gh x 以 9 为 周期 ) 
-(a- DXC- D - Dyk) 
品 一 方面 ， 易 见 对 Us 的 生成 元 9 有 


x(g) = Col, 
从 而 由 


S xao = S xq) = 409) DX) 


即 得 > xq) = 0， 于 是 得 到 
TCX)TCK Y= 4xXC-D. 


(b) 的 证 明 : Aid silk, Sie m-n' t. AA 
素数 ， 对 所 有 ete Roo 108 


n! i i 
(0, t *0,) sat tee +a? (mod n), 


co? - ($3 ZOL => xa "I" (mod n), 


由 于 pl(m-1), BUE x) ™=xCu), XE VEU Gf vum = 
1, ixdéE atm. TX 
Daeg” = = Deeg” = S xQqu)ty 《利用 vm = 1) 


-XG)tQD = X(n)! PTC) (Hu = m^! R& m=nP-!) 

-X(ODtOO CHE XH XX= D. 
BJ, HFC Dg= + 9 与 4 于 天， 则 存在 一 个 整数 4 使 
¥(-—1)qa=1(mod n), ERA 

z(X)"mx(n)t(X) (mod n) 
Pia x Fez, BRAC BISERKHE ZA. 
(c) 的 证 明 : $ k-:-7. W Coo 中 假设 条 件 级 含 p= 

l(modr), iX 
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/0 人 = =pcmodr), 
这 里 A(X) EIER o p] S gu 
OXP—- D/ON 71) 5 XP^! + XP7? n], 

Hr te, NEJCESOO, Mii SAE p 次 本 原单 位 根 。 因 
JE SB-l. Mop 5h. seek PORE. 

MEPS AH THE BR nm BRAM APE, HE 
中 对 所 有 ICO, a- LE PPP IS] 去 因子 SE BI. Vi z= 
[pw » [[«. 那么， 对 每 个 YEQ 8 a-1iz. AM Uw 
P: P 


q€Q 


每 个 元 素 的 阶 必定 整除 > (与 (49) 比 较 之 )。 于 是 ， 对 每 个 与 
wah BR ada] (mod w), 
定理 8 (H.W.Lenstra Jr.) 假设 nn 是 满足 下 列 条 件 的 
Ci) 对 所 有 素数 p,9,9E 0,pj(g -1)， 有 
FS" a eso (n) (mod n) 
Qi) 对 每 个 素数 PEP 及 每 个 素数 7|n 有 
p*p|Cr*^! - DD, 
XE OP pe p 整除 站” -的 最 大 磊 次 。 
于 么 ， 对 每 个 素数 rl1n， 皆 有 某 个 1E[50,z 一 1 使 ?nt 
(mod w), 
= ”车 7 为 素数 ， 则 引 理 6 的 (bo 表明 条 件 《〈i) dE 
JER, EF GOD 是 显然 满足 的 。 能 满足 这 些 条 件 的 其 它 整 
数 可 能 很 少 。 ^ 
证 明 条 件 Gi) 表明 ， 对 每 个 PEP RAT XA rn 
都 存 住 整数 ay 及 bp (r) | 
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nP-lo]tapperp, rp-li=1+bp(r)pep， 
用 .p 寺 ap。 从 而 对 某 个 整数 ESO 
âplp(r)=bp(r)(mod p), 

而 对 每 一 对 2,9,9€O,~p/ (4-1), 51 6 (bo x AA 对 每 

个 素数 +1n 有 - 

Y(r)zr(X)! "(mod rf), 
这 里 再 次 把 Xpy BA Xe ZM 

(rP-* —1)a, = (n? ^! ~ pb, (T), 

因此 ， 取 模 为 7 来 应 用 个 中 之 问 余 式 即 得 

Xr) PXn) pr‘) (mod r), 
ais BEGCO Sg xXo? P= XCn)bP 。 内 为 此 式 的 两边 均 为 
PKB. APT Op, A lp CORREA GRY) = x('p "^ , 
这 对 每 个 素数 rin ARAWE pla- Digpc P &acO 9j 
I. 

最 后 ， 我 们 利用 中 国 剩余 定理 〈 即 孙子 定理 ) 来 求 一 个 
整数 1(r) E [0,z 一 1]， 使 对 每 个 PEP 有 1(7) 寺 -ip(r) (mod 
p)。 那 么 ， 由 于 xX(n) 是 一 个 p 次 单位 根 ， 我 们 就 有 

XXX tS =], 

Ale rn! 总 是 在 上 映射 = Xp OF PTA GEO 及 所 有 p! 
(q-lD WR, diEa-1X EDT. Kirpa- 
的 素 因 子 时 所 有 这 些 核 的 交集 只 有 有 单位 元 这 一 个 元 。 从 而 寺 
Pra ac OA rn! '? =] (mod 4), k rn! =1Cmod w), 
于 是 对 1=z-!r) 有 7*r=mimnoduw)， 定 理 证 毕 ， 

习题 18 设 对 某 个 (不 一 定 在 @ 中 的 ) 素数 9 有 PI(4- 
D, Xyq UO SLA EH 8 rPARTECOIlR nd avs oZ. VIEW] BR 
8 的 条 Gi) xt p RA., LR: I hE Rpg/ Rp A 
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位 数 群 中 元 素 z(Xpe)modr 的 阶 ， 来 证 明 pert |h, BRIG 
HS | BHO CD) HEH Al CrP? - dp. ] 

为 了 应 用 定 理 8， 需 要 能 对 定理 的 条 件 进行 验证 。 一 种 
方法 是 特 先 用 攻 算 法 验证 (it ， 然 后 插 和 用 习题 18。 利 用 习 
Ol 18 时 锋 要 找 一 个 素数 9 使 有 4 三 1(mod p), Xpqg(n)==1. 
这 在 实际 上 可 以 很 快 办 到 ， 这 是 因为 〈 渐 近 地 来 说 》 满足 
9 圭 1(mod p) 的 所 有 素数 9 PA CP - )0/a 的 9 也 满足 xpa CO 
关 1。 然 而 ， 证 明 有 一 个 “好 的 ”小 素数 a 存在 似乎 需要 假 
ix GRH 成 立 才 行 。 在 LI 中 给 出 了 另 一 种 方法 ， 这 种 方 波 
避免 了 上 述 问题 ， 

剩 下 的 问题 是 应 该 怎样 选取 合适 的 集合 P 和 Q@QY? 为 使 基 
于 定理 8 给 出 的 素性 证 明 有 效 ， 我 们 希望 已 与 C 要 小 ， 以 使 
REAR ER AY AEC Gi MU Bi, (I CER. 2 很 小 、 
wiR A. AE H RE BAP REAR EE HH. xx Rt win”? 可 以 
休 证 每 个 剩余 类 n! mod w ZA Be — Pa REM RAF r< 
nm’, 那样 的 话 ， 对 于 这 么 大 小 的 数 进行 0 G0 次 多 精度 运 
得 即 可 守成 最 后 一 步 。 此 外 ， 若 三 与 双 均 不 超过 壮 ， 那 么 
PLS [QU A Odan), R, CORIGI Be BY 7E Inn 的 
多 项 式 时 间 内 得 以 验证 。 十 是， 下 述 定理 CHER LE 4) 
H, ERAEN PHO 可 以 给 出 一 个 算法 ， 对 任何 eo>, KH 
xs AT IR] 2g OC Cn n) einen). 

XE REg(Pomerance-Odlyzko) 1% P,O,z 及 比 定 义 如 上 上， 
0 是 由 所 有 满足 (9 -1)|z 的 素数 4 AM. BA, Aa 计算 
的 绝对 常数 0,,0470, Ap won 10, Hfz 的 最 小 可 能 
f [E 0 A. 


: c , Inlninn : Inining 
(in n)*1 «z« (in n)* zmen 
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| = [4j 中 的 计算 表明 ， 如 果 取 PP 是 由 前 6 个 素数 组 成 
的 集 ， 则 z= 30030, 8 由 红 1 个 素数 组 成 ,而 ww 二 (5.103) 12, 
KM, Æ PAA 13 个 素数 组 成 ， 则 > KA 3.10, Ot 
807 个 素数 组 成 且 w> (101059) 1/2, KEREEME 9 的 音 

义 下 的 最 佳 选 择 。 

现在 的 做 法 L11j 与 上 面 所 述 算 法 有 几 方 面 不 同 。 第 一 ， 
CEH Jacobi 和 (在 原始 X 献 [4j 中 引进 的 ) 代 赫 了 Caus 
和 。 验 证 定理 8 的 条 件 Q 中 所 需 变 的 计算 可 以 用 较 小 肛 坏 Za 
[$5pj 中 所 作 的 计算 来 代替 ， 且 指数 27 -1 可 减少 到 大 致 n 
那么 大 。 第 二 ， 定 理 8 的 一 个 推广 允许 > 和 性 有 重 素 因 子 ， 
这 就 对 实际 运算 时 间 有 重要 的 影 啊 ， 尽 管 这 对 渐 近 情形 的 运 
算 时 间 疫 有 多 少 作 用 。 结 果 惑 得 到 一 个 有 效 的 素性 证 明 程 
序 ， 此 程序 是 以 对 早先 方法 作出 理论 及 实践 上 重大 改进 的 一 
种 算法 为 基础 的 .最 后 我 们 要 提 到 的 是 ,L4] 和 [133] 也 对 寻求 
素性 证 明 给 出 了 完全 确定 的 算法 ， 这 些 算法 与 上 面 毛 述 志 形 
式 有 同样 的 渐 近 运算 时 间 。 然 而 ， 对 实际 执行 来 说 ， 已 经 知 
道 概 举 算 法 是 更 好 的 选择 ， 


ES? 展望 未 来 


就 理论 方面 而 言 ， 仍 有 像 “证明 案 性 或 分 解 整数 是 否 有 
多 项 式 时 间 算 法 存在 ?” 这 样 的 问题 。 证 明 素 性 的 多 项 式 算 
法 似 很 有 希望 存在 ， 但 相反 地 ， 可 能 会 证 实 分 解 因子 是 NP- 
Hd ERU. AX NP- 困 难 及 NP- 完 全 问题 的 E 要 概念 在 [16a] 
ipfb He. 

ji SUAE I, “EMA FESTUS FI) BRE GSC 
bh A. 
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1. 是 否 存在 可 以 快速 计算 的 “高 度 台 成 的 > Biel FR 
WE? 在 一 种 意义 上 说 ， 这 正 是 第 10 rp RED A ee y S AR 
A, TEAR -IRETE Cr - Dm 的 素数 + 整除 . 
Glin, XM kELL neyo it i kymodn, ABZ d.k TEL 
Uli ^ n CR XXX T Ye elim He i Se ke BR zm 55D. 

2. 可 谷 提 高 第 11 节 中 所 述 方法 的 速度 ? DJ; Ud. 4 pu 
人 比 连 分 数 法 更 好 的 方法 来 定 出 模 半 的 小 一 次 HR aE? (更 
ME Lx SRL VIELES In FP 2 BB Bay OT RE PED AE ity nd 
选取 到 比 小 素数 更 好 的 因子 基 8? AKL PRA AY 
其 它 变 种 ， 见 L431 

3， 第 13 节 中 的 Adleman-Rumely-Pomerance 算法 用 到 
2 通 迪 某 种 伪 素 数 检 验 法 这 … 事 实 来 建立 一 种 特别 ?人 注 月 
95. “Sn BBN, AEA THEFT RARE? 特别 地 说 ， 
可 否 构 造 出 一 个 算 ， 以 使 可 能 的 肉 子 都 包含 在 一 个 可 以 条 请 
描述 出 来 的 集合 中 呢 ? 

4. HAA Z, RU, 而 改 用 其 它 的 环 和 群 ， 又 会 怎么 样 
WE? 有 一 个 “p+ 1” 因 子 分 解法 ， 此 法 是 以 环 Eal X] 
-6c) 中 的 计算 为 基础 多 〈 见 E20jp.73 及 [63]， 其 中 的 想法 
是 以 稍微 隐蔽 的 形式 用 Lucas 级 数 表 述 的 )。Shanks 指 出 过 
怎样 利用 二 元 二 次 型 的 类群 (网 152],L54],556],[58] 利 | 
L59])。 正 如 第 13 Ata, SHEN MERA RAD Gt. 

5. 能 和 否 对 当今 所 用 的 央 子 分 解 方 法 整理 出 一 父 理 论 基 
miu? 似乎 因子 分 解 的 一 些 概 滨 算法 会 更 容易 进行 分 析 ， 

以 下 所 列 资料 仪 为 本 文中 提 到 的 书 及 论文 . 更 多 的 参考 
XC PF (E20 ] E41]. (43. [62 EA I Math, Centrum. Tracts 中 
FR, x[4315[54 Bae d (c Math, Centrum Tracts rp, 
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有 限 集 


中 学 生 对 有 限 集 的 认识 是 很 直观 的 ， 利 用 正 整 数 1,2,3， 
…， 可 把 这 个 集 数 到 最 后 一 个 元 。 初 看 起 来 ， 有 限 集 概念 相 
当 简 单 ， 但 如 果 深 入 研究 下 去 ， 却 非常 有 趣 ， 而 且 还 是 大 学 
数学 专业 学 习 的 内 容 ， 是 进一步 学 习 集合 论 思想 和 方法 的 人 
r1. 

我 们 准备 用 标准 的 集合 论 观点 来 讨论 有 限 集 @ 。 为 此 ， 
有 必要 粗略 地 描述 下 面 用 到 的 几 个 集合 论 概念 : 

两 个 集合 (不 一 定 是 有 限 集 ) 相等 当 且 仅 当 它们 有 相同 
元 素 ， 即 集 合 4= B， 当 且 仅 当 其 中 任 一 个 必 是 另 一 个 的 子 
集 。 如 果 存 在 A 到 B 上 的 -- 一 上 映射 F〈 称 为 双 射 )， 则 称 4 
与 BEARERS, WHF: A=B. 

集合 多 = {0,1,2,…,n} 称 为 自然 数 集 加 色 , 所 有 自然 数 的 
RARAN. 

导出 有 限 集 性 质 的 主要 工具 是 数学 归纳 法 ， 如 果 A 是 NN 
的 子 集 ，0E€E A， 且 对 每 个 ns 只 要 nE A， 便 有 (n+1)E€ 有 A， 
则 A = N。 数 学 归纳 法 的 另 一 形式 是 最 小 数 原理 :自然 数 集 
的 每 个 非 空子 集 有 最 小 元 。 

定义 1 如 果 集 合 4 等 价 于 某 个 自然 数 集 8， 则 4 是 有 

© 假定 读者 对 集合 的 概念 ， 子 集 ， 集 合 的 运算 ， 并 〈4U 5)，* 交 (4 门 B)， 


% (A-B) 都 是 知道 的 。 
@ 这 里 把 0 称 作 自 然 数 。 


限 集 ， 否 则 4A 是 无 限 集 。 

利用 数学 归纳 法 ， 易 证 有 限 集 有 下 列 性 质 ， 

(OD MRA, BEARER, MHE 4UB 也 是 有 限 集 。 

(2) FABRA RED FRE IRR, 

(3) 如 果 A 是 有 限 集 ， 则 对 每 个 BB, BR ANB, X 
集 4- 刁 都 是 有 限 集 ， 

(4) 如 果 4 是 有 限 集 ， 则 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集 FCA) 
EARE. 

(5) RA AE, BZA, HA=B, W A=B. 

(6) 六 的 每 个 非 空 有 限 集 有 最 大 元 ， 

为 后 面 的 需要 ， 现 给 出 偏 序 ， 线 序 ， 良 序 ， 集 合 的 极 大 
元 、 极 小 元 ， 最 大 元 、 节 小 元 的 定义 : 

(OD 在 集合 A 的 元 素 之 阅 引 进 二 元 关系 中 RR， BRAM 
样 的 性 质 : 24a,0,cC AM, F 

(i) aRa, 

(Gi) #aRb,oRc,WljaRe, 

(ii) #aRb,bRa, a=), 
那么 称 4 关于 二 元 关系 尺 成 偏 序 集 。 例 如 ， 任 意 集 合 关 于 包 
e X -Jd lu. 

(2) 集 上 (关于 某 二 元 关系 R) 的 极 大 元 与 最 大 元 ， 极 
小 元 与 最 小 元 是 不 同 的 概念 “〈 严 格 定义 见 定 义 2 ,定义 3)， 
极 大 元 是 这 样 的 元 素 ，( 在 二 元 关系 RR 的 音义 下 ) 没 有 得 “大 ” 


(D BERS 4 中 对 其 元 来 给 出 一 种 关系 ， 对 任意 两 个 元 案 a,5， 可 判断 a 
Mo (与 次 序 有 关 ) 有 没有 这 种 关系 RR。 车 有 这 种 关系 ， 就 记 作 ard, MERE 
APAT Co), SF C=), A COO» BAF C2), AKT OO 等 和 
整数 集合 中 的 整除 关系 。 
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于 它 的 元 ， 而 最 大 元 “大 ”于 任何 其 它 元 ， 极 小 元 与 最 小 元 
的 区 别 相 类 似 。 例 如 , 设 A={{1},{2},{1,3)}, 则 {1,3} 关 于 
子 集 包 含 关 系 是 极 大 元 ， 但 不 是 最 大 元 ， 因 {2} 不 是 它 的 子 
集 。 显 见 ， 最 大 元 总 是 极 大 元 ， 

定义 2 设 在 集合 A 中 给 出 了 一 个 二 元 关系 R, 且 4E A, 
果 对 任意 bE A, 从 anb 可 推出 b=a, 称 a 是 4 的 R- 极 大 元 ， 

定义 3 设 在 集合 A 中 给 出 了 一 个 二 元 关系 R， 且 4&€ 4， 
如 果 对 任意 ?E€ A, 从 bRa, 可 推出 a=5, 称 4 是 A 的 R- 极 小 元 ， 

定义 4 ” 设 在 集合 A 中 给 出 了 一 个 二 元 关系 RR, 且 4€ A， 
如 果 对 任意 bE A， 有 bRa 或 b=a, 称 4 是 A 的 R- 最 大 元 。 

ENS 设 在 集合 A4 中 给 出 了 一 个 二 元 关系 R， 且 4€ 4， 
如 果 对 任意 ?E A， 有 aRb 或 4=b， 称 4 是 A 的 R- 最 小 元 。 

(3) 集 4A 关 于 二 元 关系 尺 是 线 序 的 ， 如 末 

ü) AK FREER. 

Gi) A 关于 RR 是 连通 的 ， 即 对 任意 4,bE A, aRb5jbga 
至 少 有 一 个 成 立 。 

例如 ， 有 理 数 集 关 于 二 元 关系 和 是 线 序 的 。 

(D 集 4 关 于 二 元 关系 尺 是 良 序 集 ， 如 全 

(i) A 关于 RR 是 线 序 的 ， 

i) A 的 每 个 非 空子 集 有 R- 最 小 元 。 

例如 ， 六 关于 二 元 关系 委 成 只 序 集 ， 

因为 有 限 集 概念 比较 直观 简单 ， 自 然 希 望 在 定义 和 导出 
CHP, DEAR LA, mena. O HERH, 
波兰 数学 家 阿尔 费 雷 德 、 塔 尔 斯 基 不 依赖 无 穷 公理 建立 了 有 
限 集 理论 。 下 面 给 出 几 种 描述 有 限 集 的 方法 ， 

定理 1 A 是 有 限 集 当 且 仅 当 多 (4) 的 每 个 非 空子 集 对 
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包含 关系 三 有 极 大 (或 ) Rehr, MA C-RA ROK 
小 ) 元 。 

证 由 有 限 集 性 质 (4)，A 的 所 有 子 集 组 成 的 集 .FP CAD 
EERE. ESEP) 的 一 个 非 空子 集 ， 由 性 质 (2) 知 ， 
SHARE, ASO F(A), SHBPTEANF Bs 由 性 
m (2) 知 ，A 的 每 个 子 集 吓 有 限 集 ， 故 S$ 的 每 个 元 是 有 限 
集 。 对 每 个 aeES， 用 |al 表 示 集 合 ae 中 元 素 的 个 数 , 设 
y={|a|,a4ES}, My 是 自然 数 的 有 限 集 ， 由 性 质 (6);，y 有 
最 大 元 ， 设 为 m， 并 设 bES，1b| =m， 则 5 一 定 是 5 的 所 ~ 
AKT. GW b 是 某 个 元 CE 5S 的 真子 集 , 则 m= [a| «]|el, 

与 如 的 定义 矛盾 。 因 此 ， BUA CES Em e]. 类 似 可 
LE S — XE A Kc. 

反之 ， 设 (4) 的 每 个 非 空子 集 有 极 大 元 ,但 A 不 是 有 
限 集 ， 则 可 以 构造 SCAR SSIES T. EAC RK 
元 ， 从 而 得 出 矛盾 。 设 EC(4) 是 A 的 所 有 有 限 子 集 组 成 的 集 ， 
E(4)={a: aCA, |a| € N). 我 们 断言 EDES- 极 大 
JU. MK P dEECADHS EC RAD, Bl b 是 有 限 集 ,而 A 不 是 ， 
MW A-b& 2, 设 4E A -b， 集 {a} 是 有 限 集 ， 由 性 质 CD, 
bU{a EARE, HEA WFR, MOULG}E ECA), OF 
bU {a} 的 真子 集 ， 这 与 5 是 E(4) 的 生 - 极 大 元 了 矛盾。 因此， 
ECA) E RAL, SFEBREA I. MAAR. X 
必 有 极 小 元 的 情形 可 类 似 证 明 。 

SETA A RUP ER XR RBS X, Blago 当 且 仅 当 
bR-'a, 

定理 2 4 是 非 空 有 限 集 当 且 仅 当 存在 关系 有 R， 使 4 关 
于 R-: 与 Ri 都 是 良 序 集 。 

85) 


证 设 4 是 有 限 集 ， 由 定义 1， 存 在 自然 数 集 i， 使 4 
= 和 多, 即 4A 有 mt+1 个 元 ,于 是 4 可 表示 成 4 = (49,4), 4,0, 0n}, 
我 们 定义 A 上 的 关系 R， 使 对 每 个 1,7 = 1,2,…,n， 当 且 仅 当 
(大 /时 ，aiRaf。 由 于 R -最 小 元 即 为 R- 最 大 元 , 故 民 与 Ri 
均 使 4 成 良 序 集 。 

RZ, BRAALMKAR, PAKFRSR' 均 成 良 序 
集 ， 我 们 用 反 证 法 证 明 4 是 有 限 集 。 不然 的 话 ， 我 们 将 证 
H, ARPFRERARM, FEAT TEUER Bsc. 
Kee AJÉJUB IR, XPABUgTUH RF Ra, A-ake oS, H 
良 序 集 的 定义 ，4 ~a 有 R- 最 小 元 。 利 用 数学 归纳 法 ， 可 以 
定义 从 N 到 A 和 的 映射 F， 

F(0) = A 的 R- 最 小 元 ， 

FID = 和 ~ {F000)}) 的 R- 最 小 元 ， 
F(2)=A-{F(O), FC) }MR-B ps, 
F(3) = A-{F(O),FQ),F(2) HR- 8 最 小 元 ， 


设 映 射 的 像 集 是 B， 则 BOA, WLS, BRAR- - 最 小 
Jb. AM, i b BØR -最 小 元 ; 则 bE B， 故 有 nEN ,使 
b-F(n)., Bh FBgsgX,FODRFO -D,H. F(innx FO 0D, 
ANF (n+ DRCbREO C DA5, 这 与 5 是 有 的 R-!- 最 小 元 矛 
填 ， 故 有 不 可 能 有 R…- 最 小 元 ， 即 4 关于 R 不 是 良 序 集 ， 
与 条 件 矛 盾 。 可见 4 是 有 限 集 。 | 

-定理 3 ARIES ARRAAMMAMTU AR, BAM 
每 个 线 序 是 良 序 ， 

证 ”有限 集 4 可以 线 序 的 证 明 与 定理 2 证 明 的 第 一 部 分 
相同 ， 现 设 关 系 尺 赋 4 线 序 GDIAX TORRE AUFS 
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下 而 证 明 R 嵌 A 良 序 、 还 是 用 反 证 法 ， 如 果 民 不 赋 A 良 序 ， 
一 定 存在 4 的 非 空 有 限 子 集 ， 它 设 有 R- 最 小 元 ， 我 们 用 最 
小 元 原理 证 明 这 一 点 不 可 能 。 没 有 是 4 的 非 空子 集 ， 它 具有 
TER: 

Gi) RAR- sc, 

Gi) AB) LE BBD MAES F BIA R-B TL. 

bok Biy--t ot, HR, BIE, k B- {6} 非 空 
CAtA?D, HoCXEREA TB, AHEM GD,B ~ UB GIC 
thane. Fea 

Gii) M—Y) sc B- (b), cRs, ABRFREB, RM 
有 

(iv) Re 或 cRD， 
如 果 cRb， 则 由 (iii)，c 是 8 的 R- 最 小 元 ， 这 与 (OO 矛盾 3 
如 果 5Rc， 因 关系 RR 可 传递 ， 由 性 质 (iii),bRS 对 一 团 B ~ (5) 
成 立 ， 则 4 是 A 的 R- 最 小 元 ,也 与 (OD) FA. Fe, A^ 
可 能 有 无 R- 最 小 元 的 子 集 ， 即 A 关于 R 成 良 序 ， 

现在 证 明 充 分 性 。 假 定 和 4 可 以 线 序 ， 且 4 的 每 个 线 序 者 
ERIE, ERMA RMX ADR. AMAER BALE, 
由 假设 ，R 与 R-! 都 赋 A 良 序 ， 根 据 定理 2， 可 知 和 4 是 有 限 


上 A 线 序 ， 则 R-! 也 赋 A 线 序 。 这 就 证 明了 定理 
对 下 述 定理 只 给 予 略 证 ， 清 读者 补充 证 最 细节。 
定理 4 AREY AACA) ERB PAR 
ray s; 
(1) S. PCA), 
(i) GES, 
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(iii) #acA, Wil{ases, 
(iv) ROE S,cES, MbUcES, 
证 KAZARE, BEAME--FR MBERE, 
于 是 存在 自然 数 n， 有 
B= (4,,0,,**,a4 jJ. 
利用 性 质 (i 让 一 (Civ) 和 关于 7 的 数学 归纳 法 ， 可 证 BCS, 
由 8 的 任意 性 ， 可 得 O): FCADCS, HA Gi), ire 
S= F(A). 
反之 ， 设 (4) 是 唯一 满足 四 个 条 件 的 集合 , 然 后 证 明 ， 
A 的 一 切 有 限 子 集成 的 集 ECA) 满 是 四 个 Ri, TEDA 
ECA) - (A)， 即 得 ，A 的 每 个 子 集 是 有 限 集 ， 故 A 是 有 限 
K, 
定理 5 4 是 有 限 集 当 且 仅 当 存在 4 到 4 的 映射 已 ， 使 
FCA =A, (AAA AWE TIA, [EFDA 
证 RARARE, Az, WIAGBA n, A= (a,, 
aas" yän} ÆX AERE SF F: F(4;)=4;,,0=1,2,°", 
n-1),ifF(¢,)=4,, MRA=S, FF=ao, WP FREER 
所 要 求 的 映射 ， 
反之 ， 设 F 是 福 足 定理 条 件 的 映射 车 A4= 必 ， 显 然 A 
RAPHE. BIRASS, HaCA, x XUN Ae MMR 
(7; 
G(0) =a, GU -DsfFGOD, NEN, 
即 G(0) =a, | 
GOD = F(a), 
GG) = FC F(a)), 
GG) = FOF CF (a) 
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设 B 是 G 的 像 集 ， 因 下 上 映 4 到 自身 ， 故 BCA. BRR. FOD 
二 B， 央 而 ， 由 条 件 知 ,B 不 是 4 的 真子 集 , 所 以 ,只 有 B= A. 
如 果 没 有 自然 数 n 二 0， 使 G(n) =a, 则 4- (ay 是 4 的 真子 集 ， 
FRA = BRM, FCA- (aD —A- (aj. BAPE, KEL ARE 
Mh. A m EEG) = GOW ely BAB, Hl minno, 
H GQ) = G0O0)} 中 晤 小 的 自然 数 ， 于 是 AC(GOD, GOD, 
,Glm 一 ])}。 可 是 ，A 是 有 限 集 的 子 集 ， 妆 然 是 有 限 集 ， 

根据 有 限 集 性 质 (5)， 有 限 集 不 能 与 它 的 真子 集 涯 价 。 
二 十 世纪 初 ，R.Dedekind 提出 ， 可 用 这 性质 定 义 有 限 集 ， 
我 们 称 县 有 这 人 性质 的 集 为 Dedekind 有 限 集 。 

定义 6 A 是 Dedekind ARE, mP CA Eir TENE 
HARTE. 

由 性 质 〈5)， 每 个 有 限 集 是 Dedekind 有 限 集 。 保 罗 ， 林 
RER pL]. Hs EES BO, REWER. H 
"FDedekind £& p& 5E BE: A Ey RRA. BAW EN - 29S 
价 形式 . f&ABCAMSDEC TE, SAMAN—A, 

定理 6 4 是 Dedekird 有 限 集 当 且 仅 当 A 和 不 含 可 列 无 限 
T. 

证 明 设 A 包 含 可 列 无 限 子 集 B, WU] NB. REFER 
LAN 为 定义 域 ，B 为 像 集 的 双 射 ， 


FiN<B 
AGHA AR MMR, HMA 


= os 一 ee - - 


O #RASTSERAUATEAGHRORESIND, K 等 教育 出 有 
a, 1989, 


Hu, UE A m B, 
Ga») = | 
\F(n+1), ue BHu=F Cn), 


于 是 ，C 是 4- 日 上 的 恒 等 映 射 ，CG 把 中 上 的 每 个 元 素 变换 
成 下 一 个 元 ， 因 此 G 是 一 一 映射 。G 的 像 集 是 A - FCD), 
它 鲜 A 的 真子 集 。 因 此 ，A 等 价 于 它 的 真子 集 。 故 4 不 是 
Dedekind 有 限 集 。 可 见 ， 如 果 4 是 Dedekind 有 限 集 ， 就 不 含 
"p RT S. 
反之 ， 设 A 不 是 Dedekind 有 限 集 。 则 有 A 的 真子 集 B 和 和 
双 射 下 ， 使 R:4、B。 设 o 人 4-5， 如 定理 5 的 证 明 一 样 ， 
利用 数学 归纳 法 ， 可 构造 LAN 为 定义 域 的 映射 G， 
G(0) -a- F'* (a), 
G(1) = F(a) = F(a), 
G(2) = FCF (a)) = F’?¢a), 
G(3) = FCF(F(a))) = F°(a), 
可 以 肯定 ，G 是 一 一 映射 AAA RR mn mn, | 
G(m)=G(n), W Fa) = F (a), 但 FF 是 一 一 有 映射 ， 应 
PAF ot Fo VERA EA mite, WA =F" ™ (a), 但 
a€A-B, W n-m>0, WE Mes, EX AS 
t= 轴 时 才 成 立 。 因 此 ,G 是 上 映 N 到 A 的 一 一 映射 ,G 的 像 集 是 
4 的 可 列 无 限 子 集 ， 
下 面 定 理 中 用 到 两 个 符号 : 77 1 *X*'". X RARER 
合 ，X+ 表 示 比 X 多 一 个 元 素 的 集合 ， 而 4 天 有 8 表示 存在 人 到 
B 的 一 一 映射 ， 但 A 守 8 不 成 立 ，。 
定 更 7 A 是 Dedekind 有 限 集 ， 当 且 仅 当 4<A4*。， 
证 首先， 如 果 4 是 Dedekind 有 限 集 ， 则 Awe BR 
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ACA‘, Bete ak oy ERR AB ATA —- TRA. Ap RADA’, 
WATS FEMA EH, Ate Dedekind ARETE, A 
IRA<A*, 
反之 ， 如 果 ARE Dedekind 有 限 集 ， 由 定理 6，4 有 品 
IERTE B, FERH, E 
F: NB. 
可 定义 映射 C， 以 4+ = 4Ufc)y 为 定义 域 ， 且 使 
G(e) = F(OD, 
GIF) =F(0n+1), nen, 
G(u)-u, | uCA-B 
BA, GIA SA, PASAT ARO, 
定理 8 4 是 有 限 集 当 且 仅 当 PCPA) Æ Dedekind 有 
RR. 
证 ”如果 4 是 有 限 集 ， 由 性 质 D, ICT CD EAR 
集 ， 由 性 质 (5)， 每 个 有 限 集 是 Dedekind 有 限 集 。 
反之 ， 设 A 不 是 有 限 集 。 对 每 个 nEN， 用 SIUS AM 
BUE Anc Eye, BB 

So= {8}, 

S,={ia},a€ A), 

Ses {ty b),a,bC A, Hab}, 
FATA. Axe NEN, S. Z, Bue. 4-H) 
n,mCN,nXm, $f Sn Sm, Bb 有， x fy A NEN, SnE 
P(PCA)), HBL Sn NEN} EPA CPUA)) AY A ICR OF 
HERG, PCA CAD AE E Dede vt ciate WE. 

| IR FENE, GRRE 
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不 能 证 明 的 命题 
(不 变量 的 运用 ) 


人 们 常 说 ， 只 要 你 刻苦 努力 和 机 敏 ， 一 急 困 难 都 能 克 
服 。 在 这 里 ， 我 们 必须 正确 理解 这 名 话 的 含意 。 世 界 上 有 许 
多 事情 是 能 办 到 的 ， 但 有 些 事情 是 办 不 到 的 。 那 未 ， 如 何曾 
明 这 - .点 呢 ? 实际 上 ， 对 于 一 - 些 被 认为 是 不 可 能 完成 的 事情 
中 ， 会 发 生 两 种 不 同 的 格局 (注意 ,这 里 指 的 是 理论 范畴 )， 

CIO 在 某 些 时 候 ， 有 人 认为 某 件 事 是 不 能 办 到 的， 但 
实际 上 是 能 办 到 的 ， 

CO) 在 某 些 时 候 ， 某 件 事 确实 可 以 证 明 不 能 办 到 。 当 
然 ， 即 使 如 此 ， 也 还 可 能 出 现下 述 希 望 。 对 原先 的 约定 作 些 
修改 ， 情 况 就 起 了 变化 ， 并 由 此 而 达到 期 望 的 结果 。 

显然 ， 前 者 只 说 明 一 个 错误 的 判断 而 乒 者 正 是 表达 了 
我 们 所 说 的 “数学 中 的 不 可 能 性 ” 

我 国 古 代 有 一 个 传说 ， 讲 的 是 一 个 出 售 予 和 盾 的 人 ， 自 
称 这 种 盾 可 以 抵挡 任何 锋利 的 矛 ， 而 他 的 予 则 又 是 无 坚 不 穿 
的 。 很 明显 ， 这 是 不 能 成 立 的， 只 要 以 其 矛 试 其 盾 即 可 。 这 
就 是 数学 家 们 在 证 明 某 些 命题 是 不 可 能 成 立时 使 用 的 方法 ， 
他 们 指出 ， 相 反 的 假设 将 导致 雇 误 和 了 矛盾。 当然， 必须 强调 
的 是 ， 数 学 家 们 在 这 里 讨论 的 是 严格 定式 化 了 的 问题 。 因 
此 ， 事 情 一 且 被 证 明 为 不 可 能 ， 它 就 不 是 第 一 种 格局 ， 除 非 
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改变 前 提 。 

这 样 ,“ 不 能 成 立 的 命题 ”似乎 设 有 什么 意义 了 。 然而， 
无 论 怎 么 讲 ， 它 们 属于 数学 中 最 令 人 惊叹 的 结果 ， 因 为 它们 
具有 某 种 神秘 的 力量 。 大 家 知道 ， 数 学 已 经 〈 在 一 般 水 平 
E) 证 明 人 们 不 能 仅 用 直 尺 与 圆规 三 等 分 一 个 任意 角 ( 当 然 ， 
这 并 不 妨碍 工程 师 们 在 需要 时 去 三 等 分 一 个 角 )。 现 在 ， 让 
我 们 反 过 来 探讨 一 下 。 如 果 三 等 分 一 个 任意 角 是 可 能 的 ， 那 
么 ， 如 同 二 等 分 一 个 角 ， 极 易 想 象 它 大 概 出 是 用 若干 步 又 把 
它 构造 出 来 ， 只 不 过 更 复杂 些 而 已 。 因此， 这 种 不 可 能 性 的 
证 明之 神秘 性 就 在 于 :在 众多 错综复杂 “可 能 包含 上 千 个 作 
HFR) 的 构造 证 明 中 我 们 如 何 知道 它 是 不 正确 的 昵 ! 看 
来 ， 在 这 里 显然 须 有 茶 种 普 过 适用 的 准则 来 作出 判断 。 本 文 
的 主要 部 分 就 是 要 举例 说 明 在 各 种 全 然 不 同 鸟 缘 景 下 如 何 运 
用 某 种 原理 来 探求 “不 可 能 性 ”的 证 明 。 我 们 列举 六 个 例 
子 ， 贯 窗 其 中 的 共同 线索 就 是 所 谓 不 变量 原理 。 不 变量 的 严 
格 定义 属于 迟 辑 和 哲学 范畴 。 通 俗 地 讲 ， 当 一 位 研究 者 面临 
这 样 一 种 局 而 ,要 完全 分 析 被 妍 究 对 和 象 的 现状 是 十 分 复杂 的 ， 
于 是 他 就 去 寻求 某 种 特定 的 事物 ， 所 谓 不 变量 。 这 样 一 来 ， 
使 现状 的 上 共性 具体 化 了 ， 而 且 这 种 不 变量 有 希望 被 容易 地 计 
算出 来 。 研究 者 接着 指出 ， 在 系统 中 的 某 些 变 换 下 ， 这 种 不 
变量 是 不 能 改变 的 (这 正 是 名 称 的 A. Ab, p “oR 
解 2》 这 个 确定 的 问题 ， 是 要 改变 不 变量 ， 那 末 这 种 解 是 不 可 
能 获得 的 ， 

不 变量 的 例子 在 许多 学 科 中 均 可 找 二 ， 例 如 能 量 , 动 量 ， 
角 动 量 是 标准 的 物理 不 变量 。 扩 大 -点 说 ， 人 大 的 指纹 就 是 解 
剖 学 中 的 不 变量 。 在 数学 中 ， 奇 偶 性 以 及 长 度 、 面 积 等 数量 
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也 是 常见 的 不 变量 。 值 得 再 次 强调 的 是 ， 正 是 某 些 不 变量 确 
立 了 “不 可 能 证 明 的 命题 >， 然 而 它们 是 如 此 明显 致使 有 时 
逃离 了 我 们 的 注意 力 。 在 下 面 论述 的 例子 中 ， 不 变量 并 非 明 
显 地 摆 在 我 们 面前 ， 而 是 需要 去 揭示 。 

例 1 〈 棋 走 顶 角 ) 设想 在 -个 画 有 方 格 的 棋盘 ( 见 图 1) 
上 ， 有 一 个 横 子 可 在 方 格 之 间 走 动 ， 每 步 走 一 方 格 ， 或 水 平 
方向 或 垂直 方 向 〈 不 许 走 斜 线 ， 也 不 许 越 两 格 ) 。 开 始 BUE 
子 处 于 棋盘 左上 角 位 置 〈 见 几 1)， 现 在 要 求 它 走 过 棋盘 上 所 
HJ. 但 每 个 方 格 又 只 许 走 过 一 次 ， 最 后 落 到 右 下 角 的 
“xy 位 置 上 。 证 明 这 是 不 可 能 的 。( 例 1 一 例 4 的 解答 将 在 
例 4 后 给 出 ) 


HHH- 
rit ti i i x 


例 2 (5-KB) 设 有 一 个 画 有 4 x 4 的 方 格 盘 ， 风 及 15 
个 与 方 格 大 小 相同 的 方块 ， 其 上 编 有 从 1 到 15 的 号码。 将 它 
们 放 于 盘 中 ， 其 中 有 一 格 是 空 着 的 〈 见 图 27。 现 在 规定 这 些 
方块 都 可 以 沿 水 平 或 垂直 方向 移动 到 相 邻 的 空位 上 (不 许 把 
方块 移出 航 外 )。 证 明 依照 这 一 移动 规则 ， 不 可 能 使 图 2(b) 
的 位 形变 成 图 2(a) 的 位 形 。 
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Bota) ”希望 到 达 的 最后 位 形 Bech) ”这 里 的 14 与 15 是 错位 的 


图 2(C) 举例 ， 方 块 12 移 向 空 位 
605 (Lh) wE : 块 3x3 见 方 的 棋盘 的 4 个 角 位 上 才 有 
四 只 ( 横 ) 马 ,左下 角 是 白色 的 , 右 下 和 角 是 黑色 的 ， 左 上 人 朋 和 碳 
上 和 角 是 红色 的 (图 3)。 这 四 只 马 的 跳 法 与 象棋 中 马 的 跳 法 一 
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样 ， 当 然 不 能 越 出 此 方块 ， 并 且 不 能 吃 掉 对 方 ( 两 只 马 不 能 
同时 位 于 同一 方 格 中 )。 证 明和 白马 与 黑马 不 可 能 互相 交 换 位 
置 。 也 就 是 说 ， 不 能 使 白马 跳 到 右 下 角 ， 而 同时 黑马 位 于 左 
下 角 ( 不 要 求 红 马 处 于 原 位 )， 

例 4 (RARE) 一 个 五 角 星 (图 4(a)) 有 10 个 交叉 点 ， 
证 角 不 可 能 把 从 1 到 10 这 10 个 数字 写 在 这 10 个 交点 处 (每 一 个 
位 置 写 一 个 数 )， 使 得 这 五 角 星 中 任 一 直线 上 的 四 个 数 之 和 
均 相 同 ，( 六 角 魔 星 如 图 4(b) 所 示 ) 


例 1 一例 4 的 解答 ， 
例 1 的 解答 ”如 果 把 棋盘 画 成 黑白 相间 的 方 格 (图 5)， 


那 末 该 棋 每 走 一 步 是 从 日 方 格 走 到 湛 方 格 ， 或 者 相反 。 从 而 


要 使 它 从 开始 位 置 ( 白 方 格 ) 走 到 终点 位 置 ( 另 一 白 方 格 ) 必 须 
走动 偶数 次 。 然 而 ， 由 于 第 一 方 格 已 被 占 位 ， 故 只 有 63 个 方 
格 尚 需要 占 位 ， 它 是 一 个 奇数 。 这 一 矛盾 证 明了 此 命题 的 不 
可 能 性 。 
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y 
* 
1 


PRA ”在 这 里 ， 我 们 采用 与 例 1 相 同 的 方法 ， 不 过 
再 加 上 一 个 新 的 看 法 。 首 先 ， 方 块 每 完成 一 次 移动 相当 于 该 
空格 依 水 平 或 垂直 方向 移动 一 格 ， 就 像 例 1 中 的 走 棋 ( 见 
图 6)， 于 是 ， 根 据 例 1 中 所 述 的 同样 理由 ， 我 们 必须 移动 TR 


18161241025913151661311] 


1814112410216 913155 67311 


Bs SUH 


数 次 才能 使 空格 回 到 它 的 原 位 上 上。 然而， 可 以 证 明 凋 换 第 14 
一 一 方块 与 第 15 一 一 方块 (如 果 能 做 到 )， 需 要 奇数 次 移动 ， 
从 而 我 们 又 遇 到 如 同 例 1 中 所 述 的 同一 矛盾 。 

为 了 证 明 移 动 的 次 数 是 奇数 ， 需 要 用 到 群 论 中 的 置换 理 
论 ， 在 这 里 只 能 说 明 一 个 大 意 , 如 果 我 们 把 空 方 格 记 上 数 16， 
那 末 这 15 个 方块 加 上 空 方 格 一 起 的 任意 一 种 位 置 状态 就 相当 
于 一 个 排列 。 这 一 排列 是 由 图 2(a) 所 表 的 自然 排列 经 过 一 个 
置换 而 得 到 的 。 从 而 现在 的 问题 是 要 从 HEX CA) —— E20» 
位 形 置换 为 (8) 一 一 图 2(-) 位 形 ， 

(A) 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,14,16, 
(B) 
1,2,3,4,5,06,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 

显然 ， 从 (A) 到 (CB) 可 以 通过 1 次 对 换 ， 即 14 与 15 对 换 而 
得 到 ; 当然 也 可 以 通过 16 与 15 对 换 ， 和 青 通过 16 与 14 对 换 ， 了 最 
后 作 16 与 15 对 换 等 3 次 对 换 耐 得到。 不 过 ， 无 论 是 以 何 种 方 
式 进 行 各 种 对 换 ， 可 以 证 明 其 对 换 次 数 总 是 奇数 ( 奇 置换 这 
一 点 是 不 为 改变 的 ， 

例 3 的 解答 ”在 3x 3 棋盘 的 中 心 方 格 是 任 一 只 马 都 DA 
到 的 位 置 ， 其 它 八 个 位 置 如 图 7(a) 所 示 。 因 此 ， 马 棋 可 能 的 
跳 位 只 是 1->2->3->4->5->6->7->8->1， 以 及 返回 的 路 ( 即 上 
述 路 径 的 道 ，1->8->7->6->5->4->3->2->17。 从 而 我 们 可 以 
将 这 一 命题 用 一 个 圆周 上 的 8 个 点 来 表示 (图 7(b))。 在 该 加 
则 示意 图 中 ”可 允许 的 移动 就 只 是 在 图 周 上 简单 地 按 顺 时 针 
或 赣 时 针 方 向 从 一 个 位 置 到 相 邻 的 一 个 位 置 移动 ， 当 然 不 能 
两 点 相 重 于 一 个 位 置 ， 世 不 能 越过 光一 个 点 。 这 样 ， 解 此 问 


题 的 不 变量 看 起 来 应 是 拓扑 性 质 的 。 因 为 ， 为 了 交换 锯 位 与 
受 位 的 位 置 ， 两 个 红 位 最 后 必须 同时 占据 数 2 的 位置， 这 还 
有 反 了 规定 ， 

例 4 的 解 和 区 ”我 们 的 证 明基 于 下 述 刀 想 ， 从 1 到 10 这 一 数 
集 太 小 了 ,以致 不 能 用 中 韶 那些“ 适度》 的 数 来 平衡 数 1 与 数 
10 这 两 个 “ 极 奖 的 数 。 因 此 在 这 里 ， 大 小 比 奇 偶 起 着 更 关键 
的 作用 ( 男 一 种 用 奇偶 的 解法 可 参见 [1)。 我 们 有 下 面 结 
ie: 

D 如 果 有 一 个 解 存 在 ， 那 末 在 每 条 直线 上 的 数 的 和 将 
是 22( 等 于 数 1-=>10 的 平均 数 5.5 之 4 倍 ) 。 

Gi) 如 有 果 有 一 个 解 存 在 ， 那 末 数 1 与 数 10 一 定 位 于 一 条 
直线 上 ， 

WR 行 不 然 ， 则 取 六 个 其 它 的 数 放 在 通过 数 1 的 两 直 
线 上 ， 此 六 个 A HS M<9+8+74+64+5+4=39, (AKG), 
它们 的 和 应 为 21 + 21 = 42. l 

= 图 8 是 茶 种 位 形 示 意 ， 星 中 数 1 与 数 10 的 特 定位 置 
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Hs HAS, XBR 1 和 数 10 处 于 特定 
的 位 置 ， 并 标明 了 三 条 线 ; Le, Ly, Lig 


与 证 明 无 关 。 从 (ii) 知 ， 数 1 与 数 10 位 于 一 条 直线 上 。 我 们 的 
证 明 只 是 要 求 五 角 昨 中 任 两 条 直线 相交 ， 

Gi) 现在 假定 数 1 与 数 10 位 于 一 条 直线 上 ， 记 为 L, (图 
8 )， 而 共 它 六 条 通过 数 1 和 退 过 数 10 的 直线 记 为 Li, Lio. 

我 们 必须 计算 有 多 少 种 放置 这 些 数 ( 除 1 与 10 外 ) 的 方法 ? 
还 好 ， 数 目 不 大 。 它 们 的 所 有 可 能 之 组 合 是 ， Lo 上 两 个 空位 
或 以 及 Lio 上 的 各 三 个 空位 ( 记 住 ， 在 每 条 直线 上 的 四 个 数 
之 和 是 22) 。 


L, L, Ly, 

(BR 1 ,10 外 ) Ck 1H) CHES 
9>» 2 | 8,75€ 854»5 
853 95755 2.456 — 
724 x | 无 
655 | 95854 | 25857 | 


he de xe aN Bt BY RB A Be Ey AL 填 入 如 图 8 所 示 的 直线 L。， 
L1 和 Lio 上 的 空位 ， 四 个 数 的 和 必须 是 22。 . 
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于 是 ， 在 表 中 的 第 一 种 情形 ， 直 线 Le, Za 和 Lo 将 包含 下 

述 四 个 数组 : 
Lo ={1,10,9,2}, Li={1,8,7,6}, Lio={10,8,4,5}. 

可 这 样 的 五 角 星 中 ， 直 线 靖 与 已 o 将 无 公共 元 素 , 但 这 是 不 可 
能 的 。 因 为 五 角 星 中 任意 两 条 直线 必 有 公共 点 。 在 表 中 其 它 
的 两 种 情形 也 是 这 样 。 这 一 矛盾 证 明了 构成 五 角 魔 星 的 不 可 
能 性 ， 

议论 在 这 些 证 明 中 究竟 用 了 哪些 不 变量 ? 在 例 1 和 例 2 
里 ， 显 然 是 奇 与 偶 ， 例 3 是 “中 间 性 ”的 拓扑 概念 ， 例 4 则 是 
数目 大 小 的 限制 。 当 然 ， 在 每 一 个 问题 中 ， 还 有 构思 《或 妙 
计 )， 使 这 些 不 变量 发 挥 功效 .它们 是 ， 

棋盘 上 方 格 的 彩色 化 ( 例 1)， 

奇 置 换 与 偶 置换 的 概念 ， 以 及 命题 ， 要 求 奇 数 次 移动 把 
某 地 挪 到 另 一 地 ( 例 2)， | 

ju gts EAM BREA UI Al D 89295 C83). 

把 注意 力 集中 于 两 个 极 ad UC LRIORS 方 靶 ( 例 4)。 当 
然 ， 在 这 里 还 用 到 -- 个 事实 ;五角 星 中 任意 两 条 直线 都 相交 ， 
它 说 明了 另 一 种 不 变量 ， 

在 下 面 楼 介绍 的 问题 中 ， 不 变量 就 比较 复杂 ， 且 要 依 咎 
爷 罗 瓦 理论 才能 阐明 。 在 这 里 ， 只 能 简略 地 来 介绍 ， 不 过 ， 
在 陈述 这 些 问 题 时 ， 我 们 将 作 一 些 评注 ， 也 许 对 不 知道 佑 罗 
瓦 理论 的 读者 会 有 所 启发 ， 

例 5 (三 等 分 一 个 任意 角 ) 利用 希腊 几何 的 “古典 工具 ? 
一 一 直 尺 (无 标记 的 ) 与 圆规 ， 能 否 把 任意 的 一 个 角 三 等 分 ? 
判定 这 样 一 个 问题 是 否 有 解 ? 二 千年 来 一 直 没 有 解决 .最 
后 ， 这 一 命题 被 证 明 为 不 可 能 时 ， 已 到 1800 年 左 右 了 (顺便 
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提 一 下 ， 这 个 结果 似乎 时 现 出 “大 众 性 定理 ”的 状态 ， 至 少 
不 能 完全 归功 于 任何 一 个 人 )。P.Erd6s 其 至 指出 ,古代 的 
阿 基 米 德 就 猿 到 这 一 问题 是 不 可 解 的 ，f 价 且 已 悟 到 (在 那个 
了 时代) 他 无 法 证 明 这 一 点 。 因 此 他 集中 精力 于 自 已 能 解决 的 
许多 创造 性 工作 中 。 

如 果真 是 如 此 ， 那 未 阿 基 米 德 的 推断 是 正确 的 。 因 为 到 
现在 为 止 ， 关 于 三 等 分 任意 角 问 题 的 不 可 解 性 之 所 有 证 明 都 
涉及 到 所 谓 《 抽 象 代数 》 中 的 一 些 思想 。 这 是 在 十 无 世纪 以 
前 尚未 发 展 起 来 的 一 门 学 问 。 实 际 上 ， 真 正 用 “几何 ”所 做 的 
事 是 极 小 的 ， 而 转折 点 则 是 把 几何 问题 化 为 代数 问题 。 

让 我 们 简单 地 分 析 一 下 ， 如 果 给 定 一 个 角度 9( 单 位 长 


度 已 给 定 )， 0 <9< 忆 ， 我 们 就 可 以 求 出 a。=cos9， 假 定 能 
够 求 出 x = cot, WRTA HAR. ERMAR 


c980 = 4 cost - 30985 
可 知 x 满足 方程 

4t? - ot -a= 0 é 
x | 

f(t) = 40 - 8t - a, 


H/(0)20, O0, fC- 3029, /(- D«0, 可知 该 方 


程 有 三 个 相 异 实 根 ， 而 且 x 是 唯一 和 的 正 根 。 
由 此 可 见 ， 三 等 分 角 的 问题 就 化 为 ， 给 定 长 度 为 a 的 线 
7 段 ， 求 放 一 个 长 诬 为 x 的 线段 ， 而 x 满足  4x*—3x-a-0, 
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公 而 ， 问 题 在 于 :利用 直 尺 与 区 规 ， 什 么 样 的 长 度 是 能 
够 作 得 出 来 的 ， 什 么 和 三 的 长 度 是 作 不 出 来 的 ? 为 此 ， 定 义 数 
集 〈 给 定 长 度 单位 ) 
E- (rE SR: MRE KE, PARR SMM EM KI 
AY iri EES } 


众 所 周 MI, ER 含 全 部 有理 数 ， HV, V3. 


?一 等 都 属于 E。 此 外 ， 当 a,bEB 时 ， 则 a+b,ab， 


证 (b0) EE。 更 重要 的 是 ， 若 正 数 4€ E， 则 1 与 4 的 等 比 中 


Wiv/a EE。 从 而 当 6,bE B 且 a 一 4b>>0 时 ， Mi x?~ax +0 =0 
的 根 
a iva-A4b 
2 


也 属于 E。 下 面 引进 抽象 代数 中 的 几 个 概念 ，。 

定义 1 设 U 是 复数 的 一 个 至 少 含有 两 个 元 RNT R, 
而 县 对 忌 中 任 两 个 元 素 做 加 、 减 、 乘 、 除 (0 不 能 做 除 XO 
运算 的 结果 仍 在 U 内 ， 则 称 U 是 一 个 域 。 

显 见 ， 全 体 有 理 数 组 成 的 集合 0， 全 体 实数 组 成 的 集 台 
R， 全 体 复 数组 成 的 集合 C， 都 构成 域 .E 也 构成 域 ( 为 什么 )。、 


我 们 可 以 这 样 来 构造 新 的 域 。 设 U 是 一 个 域 ，u 是 给 定 的 复 


数 。 令 
Uo) = {后 :/,g 是 系数 属于 U 的 一 元 多 项 式 ， 
a0}. 
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易 证 U Cw) sem. 一般 的 ， 对 给 定 的 复数 山 ，*…,uUn， 令 
| fcu 
U Cus, nun) m | LIT :79 是 系数 属于 U 的 


qu, , 
n3 UK, Guy y+ uS) 0]. 


FLU Gn, Ua eM CULAR Aik a) .特别 的 可 取 U =Q. 
MUBER. BEERLZEAEGETRUERERE TS 出 直线 ax + by 
-opAENO-aD?-(y-b-e, Epa, b, Gbit DE 
WEE MEMAR ER. 当然 ， 我 们 还 可 以 使 直线 与 直线 ， 
直线 与 圆 ， 圆 与 圆 相交 。 此 外 ， 战 无 所 作为 了 。 而 它们 衣 区 
ioe Ase tia (X,Y) , WX ATES 
«€ Q(Ca,b,e,a,,b,,c,) 
或 Y € Q(QG,b,0,a, b, c, d) 


PEQ, b, C, aishi) 
等 等 。 


在 把 几何 I E Fo A PORC IS UR, MEAE HATA 


等 分 一 角 问 题 是 不 可 解 的 了 。 其 实 ， 我 们 要 证 明 的 就 是 ， d 


xii ig 4x? - 3x^ -a- 0, Ne E, 

为 此 ， 再 引进 两 个 概念 ， 

定义 2 设 U 是 一 个 域 ， 称 n 个 复数 x,,…,xs 在 U 上 是 线 
性 相关 的 ,如 果 存 在 U 中 不 金 为 0 的 w 《= 1, 2,,n) ,使 得 
: UX, + SX, + “tuaxs=0 n | 
wear. ASM, Rey te, x HEU LRM ER, 

例如 15 V 2 在 0 上 线性 无 关 ， 但 1 与 v 2 存 QCY 2) 
上 则 线性 相关 ， 

定义 3 EU 与 V 都 是 域 ,而 且 UCY， 如 果 Y 中 存在 个 数 
X1, Xs, ** Xa 它们 在 C 上 线性 无 关 ， -而 县 
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V =Ux ++ x, 


= {UX tor t+ tate, UCU}, 


则 称 V 关 于 上 的 维 数 为 "， 记 为 [V:U]="， 

例如 [OCY 2):0]=2. 

利用 近世 代数 方法 ， 已 经 证 明 

Gi) 若 xEE， 则 [oo,z :0O(a)]= 2^, mdEf 整数 ， 

Gi) CO (ax):O(Ga)]=3， 如 果 4xz-3x-a=0， 而 且 
415 — 3t-akO(@) 上 的 不 可 约 多 项 式 PES AR 数 属于 
Q(o) 的 两 个 非常 数 多 项 式 之 积 ) 。 

由 此 可 知 ，x 世 下 的 充分 且 必 要 条 FE: 多 项 式 4 - 3t 


- o 是 Q(o) 上 的 不 可 约 多 项 式 。 可 以 证 明 ， 当 8= ns AE 


不 为 0 的 代数 数 时 ，48 - 3t- 是 Q(a) 上 的 不 可 约 多 项 式 。 

于 是 ， 三 等 分 任意 一 角 是 不 可 解 的 。 | 

粗略 地 说 ， 我 们 把 5 的 一 部 分 看 成 是 一 个 域 8(a) 上 的 
“向 量 空 间 ”， 这 就 允许 去 探讨 它 的 “《 维 数 ”， 它 声 是 所 需 
要 的 不 变量 。 上 面 指出 ， 这 些 “ 疝 量 空间 ”的 “ 维 数 ”总 是 
2 的 方 守 ， 它 可 能 是 4,8,16,… 等 等 ,这 正 是 反映 出 下 述 事实 ， 
从 给 定 的 ac 出发， 用 直 尺 和 圆规 作 图 可 以 是 很 复 杂 的 ， 这 种 
复杂 性 使 其 所 生成 的 数 域 在 数 域 OC0O LA 很 高 的 维 数 ， 
然而 ,对 于 大 多 数 的 角度 ,其 三 等 分 被 证 明 为 要 求 维 数 是 3 识 3 
的 倍数 ， 而 2 的 方 宕 不 能 问 时 又 电 3 的 倍数 ， 这 一 矛盾 导致 其 
不 可 解 性 ， 

A VEA A ZB, 为 什么 要 限制 作 图 工具 只 能 是 直 尺 EL 
规 ? 一 种 回答 是 ， 这 些 工 具 是 最 简单 而 不 需要 加 工 的 ， 并 有 
由 于 该 命题 的 一 时 无 法 求解 而 被 人 们 的 好 奇 性 与 求知 欲 所 推 
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3. 4k. 

这 里 给 读者 介绍 两 本 极 好 的 书 ，E ,Klein 的 著作 [2] 立 是 
于 分 析 和 代数 ， 对 几何 的 三 大 问题 的 不 可 解 性 均 有 8X8 ,H. 
Eves[3] 的 著作 则 着 重 儿 各 特征 来 论述 ， 

顺便 提醒 读者 的 是 ， 三 等 分 角 问 题 ， 方 圆 问 题 以 及 倍 立 
方 问 题 ， 虽 然 号 称 几何 三 大 问题 ， 但 到 了 十 九 世 纪 ， 已 失去 
原 有 的 光彩 。 尤 其 是 三 等 分 角 问 题 的 解决 ， 并 没有 给 数学 家 
带 来 太 大 的 好 处 、 几 何 三 大 问题 根本 不 是 几何 学 研究 的 主要 
课题 .在 十 九 世 纪 的 几何 学 舞台 上 ,还 出 现 过 不 少 有 关 平 面 三 
角形 与 贺 的 古怪 结果 ,如 九 点 圆 定理 等 ,今天 我 们 有 许多 人 几 
平 都 不 知道 ,在 课堂 上 也 不 教 这 些 内 容 , 那 是 因为 这 些 “ 美 妙 ” 
的 定理 并 没有 使 我 们 对 几何 概念 的 理解 更 加 深刻 ， 也 无 助 于 
我 们 引发 更 加 清晰 和 有 启发 性 的 直观 想象 力 ， 充 其 量具 不 过 
可 以 满足 人 们 的 好 奇 心 , 就 象 谜语 一 样 。 然 而 ,在 成 熟 的 解析 
几何 面前 ， 这 种 谜语 不 猜 亦 可 ， 

例 6 (n 次 根 的 线性 组 合 ) 每 一 个 学 生 都 学 过 整数 的 n 次 
B. WV 2 ，%/ 4 等 等 。 除 了 一 些 平 凡 的 情形 (如 v4) 外 ， 
它们 都 是 无 理 数 。 然 而 ， 要 判断 一 些 n 次 根 的 线性 组 合 ， 如 

4/8 5/4 +8/72 (*) 

是 否 无 理 数 要 困难 得 多 ! 这 里 ， 人 们 极 易 想到 ， 如 果 在 (*) 
中 的 各 项 不 是 “明显 地 ”被 消去 时 ， 共 和 应 为 无 理 数 。 这 一 
猜测 是 成 立 的 。 

首先 ， 说 一 个 正 整 数 的 n 次 根 ， 我 们 指 的 是 正 实数 。 其 
次 ， 为 简明 起 见 ， 我 们 来 介绍 这 一 结论 的 特殊 情形 ， 仅 含有 
素 因 子 2 与 3 的 整数 的 60 次 报 《读者 在 希望 作 迹 一 步 推广 时 ， 
将 不 会 发 生 困 难 ) 
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定理 ”对 于 正 实数 集 
(2830, 0<a-<60, 0<b<60} 
中 3600 个 数 在 有 理 数 域 上 是 线性 无 关 的 ， 
= 读者 也 许 不 明白 这 个 定理 与 《不 可 能 性 ”有 什么 联 
R? 为 此 ， 让 我 们 选 出 其 中 四 个 数 
1,4/3 ,5/ 4 ,8/72 
来 加 以 说 明 。 如 果 不 能 找到 不 全 为 0 的 有 理 数 a,b,c,d 使 得 
a+bA/ 3 +c3/ 4 +d8/72=0, 
CRIA ICR) , PRK * ) 所 表达 的 数 就 是 无 理 数 了 。 

令 人 惊奇 的 是 ， 这 一 定理 没有 初等 的 证 明 (mR RRS 
考察 平方 根 而 不 涉及 立方 根 以 及 更 高 次 方 根 ， 那 末 初 等 的 解 
谷 是 有 的 ， 见 [4]。) 

在 一 般 形式 下 ，[5] 中 几 爷 罗 瓦 理论 证 明了 这 一 结果 ， 

通过 上 述 《 不 能 证 明 的 命题 》 的 寺 论 ， 读 者 也 许 了 解 到 
“不 变量 ”思想 在 其 中 的 作用 ， 有 该 显 的 也 有 高 层次 的 。 我 
们 可 以 这 样 阅 ， 这 一 思想 及 其 老 伙 伴 一 一 变换 的 概念 正 处 于 
许多 近代 数学 分 支 的 核心 位 置 。 
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第 32 届 图 际 数学 奥林匹克 
mx 


1. ROBR=ABABCHAD, =ARZBAC, ZCBA 
Z ACBIB 3E 4 Ry BUS HERE FA’, BC’, WEHR: 
| Bn. 8 
4 SAA BB CC BT 
2， 设 整数 n 大 于 6，41,4。，,…,4x 是 所 有 小 于 n 且 与 7 HX 
HESAN. m 
4, ~ 0, = ü} — 4, = 06 = Gp ~ ap -1>0, , 
证 明 ，m 一 定 是 半数 或 2 的 方 帮 。 
3. HAS = {1,2,3,…，,280}。 求 最 小 正 整 数 n, HB 
S 的 每 个 有 2 个 元 素 的 子 集 都 含有 5 个 两 两 互 素 的 数 。 
4. ERG 是 一 个 有 于 条 楼 的 连通 图 。 证 明 :， 可 以 将 C 的 
棱 标 号 1,2,…, 天 ,使 得 对 属于 两 条 或 更 多 条 楼 MWA, TB 
顶 皮 的 所 音标 的 标号 的 最 大 公约 数 是 1。 
5， 说 六 是 三 角形 456C 内 的 一 点 证明， 一 PAB ,一 PBC， 
PCA 至 少 有 一 个 不 大 二 30 ， 
6、 设 ce>1 是 给 定 的 实数 . 试 构造 一 个 有 界 无 穷 禾 列 xe, 
X1» X2 , ee9 EHER 1257 有 


ix. -x Pd LEE i 
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第 32 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 
i 题解 S 
i RH 


国际 数学 奥林匹克 竞赛 是 中 学 生 的 竞赛 ， 因 此 ， 试 题 及 
其 解答 应 在 中 学 数学 所 能 接受 的 范围 之 内 ， 我 们 的 解答 将 力 
求 做 到 这 一 点 。 故 宗 沪 同志 对 本 解答 提出 了 宝贵 意见 ， 对 此 
表示 衷心 感谢 

第 1 题 的 解答 (FAD,A EXE ELT BB’ CWA). 


th AABD~ AA’ BERI} BA/BA' = AD/A' E. AA‘OE~ 
AAODHEHMAD/A’'E=A0O/A’0O. Ama 
BA/BA’ = AO/A'O, 
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i» 


同 理 可 得 
CA/CA' = A0/A'O, 


由 以 上 两 式 得 到 
(BA+CA)/BC = AO/A'O, 
进而 有 
a= (BA+CA)/(BA+CA+BC)=AO/AA’,. 
这 就 是 平面 几何 中 熟知 的 分 角 线 定理 。 同 理 可 得 
B=(AB+CB)/(BA +CA+BC)= BO/BB', 
y= (AC + BC)/(BA+CA+BC)=CO/CC’, 
因而 有 为 什么 ) 
1/2«a«], 1/2«p«1, 1/2<’<ls 
a-Bt/y-2, 
利用 三 个 非 负 数 的 几何 平均 值 不 超 E 们 的 算术 平均 
值 ， 得 到 
(as B.Y)! <a + B+ Y¥)/3 = 2/3, 
由 此 就 推出 所 要 证 的 右 半 不 等 式 ， 
MEE ERAR, BUEBCSCASAB, Mv>p>a, 
我 们 有 
aefiey -a«fi«(2—a-— B) 
-a (^Y 24-9). 


由 假设 知 2 -8 = e+y 伺 2， 由 此 及 a> 1/2). EXER 


epe") -人 下 


"306 (^71) | 
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利用 1/2< 6<1， 从 上 式 得 
aeBey>1/A, 
这 就 证 明了 所 要 的 左 半 不 等 式 ， : | 

第 2 题 的 解答 did-a,—a,. p 条件 X, 4,21, aI 
n-]1, dol. & | 

4,,171*/1d, 7=0,1,,k-1, 

(OD 4 是 束 数 ， 且 若 素 数 p<as， 则 pn2。 由 条 件 知 os 是 
大 于 1 且 . 与 n 互 素 的 最 小 正 整 数 ， 所 以 4 二 1 不 可 能 是 合 数 (为 
什么 ), 即 一 定 是 素数 。 此 外 ， 由 最 小 性 推出 素数 Po pi 
n—fe AVA, pln. 

下 面 按 4, = 2，as = 3，a 3 三 种 情形 来 讨论 。 

(2) da=2。 这 时 d=1，ai=1+1，0<j<k-1。 由 
于 -1=akr=zk， 所 以 mn 与 小 于 ?的 所 有 正 整 数 互 素 ， 因此 ， n^ 
为 素数 (为 什么 ) 

(3) 4,283, Kit d=2, a,,,=1+27, Oscik-1. A 
Tn-1224,21*2(k- D,BrJk -n/2. 这 时 7 是 偶数 ,县 与 
所 有 小 于 它 的 正和 奇数 互 素 。 EL JER 2 hn REA AR 
Rin = 2*, | 
(4) 8,3, ie 由 (1) 知 3]n. h ie Ë n- ])-a,21* 
(k - 147 374. Ae, 311 +431 * 28 B.DUS -AR 
立 ( 为 什么 )。 由 于 as = 1+d>>3 是 素数 ， 所 以 必 有 3 + 1+d， 
311+24。 因 此 得 K = 2， 即 与 9 互 未 的 且 不 超过 HER 
有 1 和 az 两 个 。 下 面 来 证 明 :，. xin 88 44k 2. Br 以 这 种 情 
形 是 不 可 能 出 现 的 。 为 此 设 ” = 2* m6, 2tm, 

(i) r-0. xxi im6. BR» Ls 2 459 与 奇数 n= m FR, A 
WA k2; 


$118 


(ii) m=], 3X htr >3, 1,3,5,7, En-2' 互 X, 
BUG k 2; 

(iii) m=3, iXifr>2, 1,5,745n=2°-3ER, RA 
k>2; 

(iv) r>1, mzb5. XXB]1,m-2,m«2-—nj 5 n H X, 
故 有 K 之 2。、 这 就 对 所 有 可 能 的 情形 证 明了 所 要 的 结论 。 应 该 
指出 ,这 里 的 k 就 是 初等 数论 中 的 Euler Re O(n), RÆ, JH 
p(n) 的 表示 式 来 证 明 这 结论 是 超出 了 中 学 数学 旨 围 . 

读者 不 难看 出 ， 只 要 假定 n 夸 1,6， 本 题 就 成 江 ， 而 且 
等 于 素数 或 3: 时 ， 所 有 不 超过 ”* 且 与 ? 互 素 的 正 整 数 按 大 小 顺 
序 排列 为 ca ax 时 ， 必 满足 题 中 的 条 件 ， 

第 3 题 的 解 车” 怎样 的 整数 集合 会 使 它 的 任意 5 TH 
一 定 不 是 两 两 互 素 ? 一 个 容易 想到 的 条 件 是 :存在 四 个 不 辣 
的 素数 Piy paypaypi， 使 M 中 的 数 至 少 被 一 个 P, 整除 。 如 何 
A S 中 找 出 满足 这 样 性 质 的 子 集 M， 使 得 必 有 尽 可 能 多 的 元 
素 。 只 有 考察 了 这 一 点 ， 才 可 能 对 题 中 要 求 的 最 小 正 整 数 n 
ARTER., JE MIS 按 上 还 条 件 来 构造 ， 且 有 尽 可 能 多 的 
TTR, 显然 应 取 尽 可 能 小 的 Pis De Ds P4. BERL Py = 2,0; = 3 Ps 
= 5 p4=7。 设 4 是 给 定 的 正 整 数 ， 记 

S,5(s:s€ S,d[s), 
M M =S: USUS USCS. MiBfEX 5 个 数 一 定 有 2 个 站 
属于 某 一 个 Se， 即 一 定 不 两 两 互 素 。 PRR 原理 来 求 
集合 M 的 元 素 个 数 ( 以 1A| 表 集合 A 的 元 素 个 数 )， 
IMI= NIIS] +S} + [Sst + 187|) 
- CSsl +1 Srol + (Sil + (Sisl *1851 + LSsD 
+ (| Ssel + 1S4] + 1Syol + iSi 一 Saoel —— 
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= (140 + 93+ 56 +40) —- (46 +28 +20 + 18 +13 +8) 
+(9+6+4+2)-1 
= 216. 
由 此 知 必 有 7 之 217。 
另 一 方面 ， 如 果 7 TERES Be Br， 它们 两 两 不 
X, EAB: 的 元 素 个 数 不 少 于 5 个 ， ABE B, 中 的 整数 
HAAHR. i B=B UB:U*UBr. BH, ÆBH ER 
4? + 1 个 元 素 必 有 5 个 整数 属于 某 一 个 B;， 因而 必 两 MA 
素 。 如 果 这 些 B,(1<i<?) 都 是 5 的 子 集 ， 那 么 ， 在 § 中 任 
取 |S| -|B| +4r+1 个 正 整数 就 必 有 4 +1 TRF B, Al 
必 有 5 个 正 整数 两 两 互 素 。 下 面 我 们 来 构造 B;,。 为 使 能 从 
中 到 尽 可 能 少 的 数 达 到 题 中 的 要 求 ， 就 需要 1B| 尽 可 能 大 
noe 为 此 取 
B,={s,sES,s=]) KER), 
B, = {27, 37, 5, 77, 117, 137}, 
B, = {2°139,3°89, 5°53, 7°37, 11+23,13+19}, 
B,-(2*137,3*83,5*47,7*31,11*19,13*17), 
B, = (2*:131,3*79,5*43,77*29, 11*17], 
B, = (2*127,3*73,5*41, 7-23, 11*13), — 
RAE SOR ET IE r= 
|B| = |B] *** + [B| =60+6+6+6+5+5=88, 
因此 ， 在 S 中 任 取 280-88+4*6+1= 217 个 数 ， 必 有 5 个 
AE TE SRJ. BELA ns:21T. | 
综合 以 上 两 部 分 即 得 n= 217. 
第 4 题 的 解 咨 ”用 以 下 方法 坝 楼 标号 就 可 满足 题 中 的 要 
K. ÆR- MARIE ww%， 由 于 是 连通 图 ，w. 必 至 少 属于 一 条 
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R. Mu 出 发 沿 CG 中 的 楼 不 重复 地 前 进 ， 即 已 通过 的 Sn 
允许 再 次 通过 ， 但 顶 反 允 许多 次 经 过 ， 直 到 不 能 再 这 样 前 进 
为 上 依次 记 已 通过 的 硕 反 为 vestis tV, (注意 不同 的 标 
号 可 能 对 应 同一 个 顶点 ， 但 相 邻 的 wy 不 会 是 同一 个 机 
BO, Xe ERU coU OO, HAAR mG 1. X FE 
RA ARR CEATDEPPRAS RIED ERE A 2,5. WALIS 
1<K。 在 已 通过 的 顶点 中 ， 可 能 除了 v Av 外 ， 其 余 每 
个 顶点 至 少 属于 两 条 已 被 标号 的 楼 ， 其 标号 数 中 必 有 两 个 是 
相 邻 正 整数 。 顶点 vw 必 属 于 标号 为 工 的 楼 。 MAN, BOK 
也 至 少 属于 两 条 已 宜 标号 的 校 ， 其 标号 数 中 必 有 两 个 是 相 邻 
下 整数 ,要 末 它 在 连通 图 G PART RROTA. E 
kK， 则 所 有 楼 均 已 标号 ， 由 上 述说 明知 标号 满足 要 求 。 

车 1 三 i 过 K。 由 图 的 连通 性 知 ， 在 项 点 Ugy V1, "VU, -1 
中 必 有 顶点 属于 还 未 标号 的 楼 。 任 取 这 样 一 个 E. 记 为 
9. ne MR- MAHE, ERAN, KG HRE 通过 的 
棱 ( 即 未 标号 的 棱 ) 不 重复 地 前 进 ， 直 到 不 能 继续 前 进 为 止 。 
依次 记 通 过 的 顶点 JJ Vi oid te Vi crew 连结 Vv，,， 
Ye ISIS +) RRS! 。 这 样 ， 就 又 有 不 同 的 la 
RRIA Ltl htt Ick —-1,, T! € EK, B 
继续 用 这 样 的 方法 标号 。 由 于 总 共 只 有 K RR, BELA. Re 
—3E TELA Bg SER S 29 1,2, e, K, 

由 我 们 的 标号 方 甘 知 ， 对 G 的 任 -- 顶 点 如 果 它 至 少 属于 
两 条 楼 ， 那 么 ， 当 它 为 时 ， 必 有 过 该 点 的 楼 标号 为 1 ; 当 
它 不 是 vo 有时， 必 有 过 该 点 的 两 条 楼 标号 为 相 邻 下 整 浆 。 因 
此 ， 过 这 样 的 顶点 的 所 有 楼 的 标号 数 的 最 大 公约 数 必 为 1 。 
图 2 给 出 了 有 i1 条 楼 的 连通 图 ，41 = 8,4; = 3。 图 3 给 出 的 不 
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和 直通 图 ， 无 纶 怎样 标号 都 不 会 满足 题目 的 要 求 (为 什么 )。 本 
Il ^ d 47 SE RC YE, 


第 5 题 的 解答 id a= <CAB,a,= <PAB, B= ABC, 
fı= <PBC,y= “BCA, ¥,= 
< PCAC 4). 

我 们 有 | 
PA sin a,= PB sin(f — Bp, 
PB sin f, = PC sin(Y — Y), 
PC siny, = PA sin (a ~ aj), 

M 4 «ALES A 
sin a, «sin fj esin Y, = sin(a — a)» sin(fl ~ B,)«sin(y—Y¥,), 
进而 有 mE 
sina, «sin? fl, «sin?y, = sin a,«sin(a ~ a,) esin f,«sin(f ~ By) 


Xx sin ¥omin cy “Vie 


FH RA RH NAG OER eese] |a -2a,| « x) 


Sin i 


— a + G 
ae 1 <sin —, 


2 2 


. Q 
-gin - «cos 
2 


等 号 当 且 仅 当 aa = 4/2 时 成 立 。 同 理 可 得 
| (sin B,*sin(f - B)? <sinB/2, 
(sin Y «sin(Y — 7,))'/? <sin y/2, 
FIRMAER 当 B= 8/2, *,-Y/2 RA. 因而 有 
o sin a,«sing,-sin y «sin a/2esin B/2*sin 7/2, (1) 
再 利用 三 个 非 负数 的 几何 平均 数 不 大 于 它们 的 算术 平均 数 ， 
得 到 
(sin 2/2«sin B/2-sin vy/2)! ? <(sin a/2 
| + 8inB/2 +siny/2)/3, (2) 


LAP PRR ISAS, RING 


E sin”. + sin B + sin -—-2sin (B +a t D 6 (2-90) + sin I 
2 2 2 4 E 2 
0077575 7 €Osin( B ca) /4 * sin Y/2, (3) 


等 号 当 且 仅 当 a= PRM. ERB e+ Pry=a, RMX 
G<B<Y, DEC 
y/9 = r/6 + 205 e 十 2/4 = 1/6 - 0, AL 
得 到 ， E 
2sin( fi + 3) /4 t sin Y/2 = : psin(x/6 - 0) + sin(x/6 -- 20) 
= (2cos 9-+ 60820) sinz/B + ( ~ 2sing + sin20)cosz/6 
= (2cos 0 + cos 20) sinx/G + 2( — 1.1 Gos Q)sin Q»cos x/G | 


<3/2. (4) 

等 号 仅 当 9= 0 时 成 立 。 由 式 (2), (3), (4) 推 出 

sin 2/2 + sin B/2 + sin Y/2x:3/2, (5) 

sin a/2esin f/2«sin 7/2< 1/0, (6) 
等 号 仅 当 4a= B=7Y=n/3 时 成 立 ， 由 式 (6) 和 41) 即 得 

sin a,°sinf,esin ¥,<1/8, 

由 此 推出 左边 三 项 至 少 有 一 个 三 1/2， 不 妨 设 sin o,<1/2, 
这 样 ， 必 有 ai 委 30"， 或 9 之 150*， 在 后 一 情形 ， brt 
小 于 30°. HE. 

不 等 式 (5) 和 (6) 是 两 个 很 著名 的 有 关 三 角形 的 内 角 的 不 
等 式 ， 这 里 给 出 了 与 通常 不 同 的 证 明 。 (参看 ，0.Bottema， 
几何 不 等 式 ，$ 2， 北 京 大 学 出 版 社 ，1991)， 

第 6 RRS 下 面 给 出 两 个 解法 ， 

解答 一 ”中 题 的 要 求知 ， 所 构造 的 数列 x; RAR 
AR, AUER MHA |x, - x; (OSD 对 于 足 标 
ZÆ -Il PER., 一 个 方法 是 通过 足 标的 进 制 表示 来 
给 出 数列 xi。 正面 利用 二 进位 表示 。 设 上 是非 负 整 数 , 它 的 
二 进位 表示 是 

=b +3402 + b,02? + oe +0, 0Q”, 
其 中 bobs eb, 取 值 0 或 1。 令 
Y; =bo+Dboe2- b, 9 ?* + e + be QF, 
1=0,1,2,+ 
BA ly, |<a-2°7"," DLE — (HERO. 下 面 来 估计 
[Yi 一 37。 设 
P=Cy t+ Cye2 + 0,*2? + ee +050 Q*, 


由 于 jest, 一 定 有 非 负 整 数 与 使 得 
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Dy es, by=Ce, Otto. 


因而 有 |i 一 省 之 2'o( 为 什么 )， 以 及 
[yi — ys|>2 5o? — (2 torle + otor2le 十 se) 


= 2 tot eZ ii 2° et 
由 上 式 知 ， 取 数列 
x = Sty, (之 0， 
BI iz BE OR 


这 里 要 指出 两 点 ， 一 是 用 这 样 的 方法 构造 的 数列 一 定 要 
求 题 中 的 4 二 1; 二 是 这 是 一 个 有 理 数列 ， 

解答 二 ”这 个 解 侣 本 质 上 是 由 我 国 选手 罗 炜 提出 的 ， 而 
且 人 允许 把 问题 改进 为 4= 1。 地 的 方法 是 基于 于 番 图 逼近 理论 
中 的 这 样 一 个 结论 对 任 给 的 实 二 次 无 理 数 % 即 实数 “不 
是 有 理 数 ， 昌 是 某 个 二 次 整 系数 多 项 式 的 根 )， 一 定 F 在 一 
个 正常 数 e (可 以 和 a 有 关 )， 使 得 对 任意 整 效 P260 及 9, 必 


有 
[pa — 4| zzc/|nl, (7) 


Bj 
[a-q/p| 全 ce/P (8) 

这 表明 这 样 的 无 理 数 a 用 有 理 数 9/p KEL, Pa REE 
得 太 好 (关于 这 方面 的 初步 知识 可 参看 RPAN, KEA 
门 ， 第 十 一 章 ， 高 只 教育 出版 社 ，1990。 这 是 一 本 很 好 的 初 
等 数论 人 门 书 )。 

我 们 驳 来 证 明 ， 著 式 (7) 对 某 个 实 二 次 无 理 数 o 成 立 ,就 

可 推出 本 题 当 a = 工时 成 立 。 取 数列 


285 


Xi =c7'(aei—[aei}), f=0,1,2,°, 
XEIRA TRIX t 的 最 大 整数 。 显 有 Ox... BLA 
BARBRA. BACT) RIL, WA 
|x, - x, TL D - (Laei]-[aejp| 
>i- jj i. 
这 就 推出 有 界 无 穷 数 列 x+ 满足 本 题 尝 4a=1 工 时 的 要 求 。 

下 面 来 证 明 ， 当 a=vV2,c6= (2+w 2)-! 时 ， 对 任意 
整数 0260 及 9， 式 (7) ( 即 (8)) 成 立 。 先 假定 | 
1x:4/px2. (9) 
由 2p* - q*2c0C AMT 20 HEM: | . 

1<|2p?-q?| = |p/ 2 * a| Ip 2 -ql 
- |p| | 2 +4/p||pv 2 -q| 
«(Qv 2)|pllpv 2 -q], 
最 后 一 步 用 到 了 条 件 (9)。 当 49/p<1 时 ， 显 有 
(2 -a/pl»v/2-1»(2*42)^ 
(2+ 2)7'/p’, 
4 ¢/p>2 时 ， 
lv 2 -4/p|52-v2»(2-2)^ 
(24-wW2)/», 
由 以 上 三 式 就 推出 所 要 的 结论 。 因 此 ， 我 们 可 取 
L= OV 2i- Lv Rein, 
i-0,1,2, 1., 

应 该 指出 ， 这 里 构造 的 数列 {x;} 是 无 理 数列 ， 而 在 解答 
一 中 构造 的 是 有 理 数 列 。 对 4=1 是 否 也 能 构造 出 一 个 满足 
条 件 的 有 理 数列 呢 ? 我 还 不 知道 。 可 能 回答 是 否定 的 。 
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初等 数学 问题 ORBE 


l. HREeHO Ag. p'zsl(mod 5), 
p*- 17 (p? +1) (X — 12 20 (nod 5), (1) 
因为 p 是 奇数 ， 所 以 P+1 与 Pp--1 均 为 偶数 ， 
21p*+1, 2]|»*- 1, 


Lo =1, £&coDA10|»? +1 c 101p? - 1, 

. 证 明 因为 n 是 不 小 于 3 的 奇数 ， 所 以 可 设 1= 
"PP LAA 2° = 64==1 (mod 9) , Jf k $k 37,3) 4 1, 
37 -20 € NAKA: 

(i) k= 37 Ff, 
2*-1(2^ — 1) = 202 (252 +1 — 1) =9°(2- 1) &1(mod 9); 
(i) kK=37+1 HT, 
2^-1(9g* — 1) = 287 *?(281 ** -- 15 2x2? (2*5 - 1) = 2821 (mod 9); 
(iii) k-3j +2 Ff, 
2^7-1(99 — 1) = 293 +426} *5 ~ 17) 
229*(25 — 1) 7 x 42x] (mod 9), 
PLA 2^ ^€(2^ - D as1Onod 9) 对 任何 不 小 于 3 的 奇数 1 成 
X. 
3. 注意 到 所 给 数列 的 前 14 项 中 每 项 均 可 分 解 为 两 个 素 


QD ” 费 马 定理 ， 若 ? 是 素数 ，4 不 能 被 2 EK, Jj a?-'==1¢mod p. 
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数 的 乘积 ， 且 数列 是 单调 上 升 的 。 故 该 数列 第 15、16、17 项 
是 39、46、49。 


4. 证 明 RAA n EE nir, 由 费 马 定理 ^g, rt 
==1(modn), Bg] 


pani — 1 
n 


由 此 可 构造 如 下 恒等式 ， 
Grey ey ey. 


这 说 明 不 定 方程 x^ + y" = z" 至 少 有 如 下 整数 解 
r-i i rn-1_) 
(到 ,2 a grt?) 


5. 山 证 明 RH x,0. ` Xi Sls Xg, = Xn> 
6) 和 算术 -几何 平均 值 不 等 式 知 ; 


n R 
(x, + Xi, 
i1 —— 
n 


_ Eu _ (2), 


EZ. 


n 
| Kez *Xi.12 X 
i=] 


n 


所 以 


| fi 
O HUBS. SEU] ae I He IlIceos122. —» 


£x fel 
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II (x, +X, 2(z). 


1-1 

Tig) >r «0. 

4 n= 7 et, 有 

6x1x2*—T, 5x4x2<7*, 3x2Xx23 一 72， 
7 61°27< 78, 
办 以 

TiO < 了 

假设 上 =K>6 时 ， 有 ki:2f*—k*. 

Mn=k+lit, Bp FOC-DtI2**! = kq-2*-2(k + D, 
{归纳 假设 ; 

k1*2*2(k c 1) ck*»2« (k +1), 


A A 
1] k 
2c (1) (k>1), (2) 
所 以 
Dek <(k+1)f, 
结合 (2)7 知 


(k - 1*2 *  —(k +1)**}, 
由 数学 归纳 法 原理 对 n 二 6(nEN) 有 2" nin", Bg 
n 75 
(5) 2n, 
这 就 证 明了 
n n 
[I (x, H2) ni nog) 


fel 
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6. 证 明 (RID Re limtgn=p<co,pER, 因为 
a —tgnetgl)tg(n~1) -tgn-tgl, (3) 
XT (3) 4 n> +00, 知 有 
(l~-petgl)«p=p-—tgl, 
由 此 得 出 P= -1, KW 5 PCRAS. Br n} 是 发 散 的 。 
7. 证 明 HERR S XS (1 +m) "之 1 t+am(a>l, 


l 
m>-1), Wasn>l, m-o-no-l 有 


+] 1\"in+1n-1 ntl. 
c uou) Ta oos > 
所 以 
(n+1) (Cn - D^ 1, 
(n — Dn 
n+ DD” ae 1) "SL, n= 2535 ey 
y?” . 
RII . 
(n+}1)**} n 
"n" (n= 183 


Rx, RAMH) 
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初等 数学 问题 2 (3) 


1. 一 块 正 方形 的 地 域 以 四 条 马路 为 界 ， 仓 库 位 置 距 西 
Bj 13km， 西 北角 8km， 东 北角 5km， 问 仓库 距 最 近 的 马路 
有 多 少 公 里 ? 


(第 1 题 图 ) 
2. 已 知 : 锐 角 入 ABC 的 三 条 高 线 分 别 是 AD, BE,CF. 
证 明 ， 这 三 条 高 线 是 ADEF 的 内 和 角 平 分 线 。 


(第 3 BB 


ie 


由 这 个 专栏 是 由 北京 大 学 附中 陈 便 网 主 圭 下 活 写 的 , 耳 期 部 由 具有 丰富 的 
中 学 数学 教学 经 验 的 教师 给 出 若干 有 趣味 性 的 数学 问题 ， 在 下 一 册 给 出 这 fg 
题 的 解答 。 
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3. AABC P, “ABC = ZACB=40°, ÆKABÄAD, 
使 得 AD = BC， 求 一 BCD RK. 
4. 平面 几何 中 有 一 个 著名 定理 (Lehmus)， 如 果 一 个 
三 角形 的 两 条 内 角 平 分 线 长 是 相等 的 ， 则 该 三 角形 是 等 上 腰 
的 。 现 请 你 证 明 ， 若 一 个 二 角形 的 两 条 外 角 平 分 线 长 相等 ， = 


则 该 三 角形 不 必须 是 等 腰 的 . 1 
9. B®: O-ABCDE dE — FERRE, zZ AOB- 60^, J 

KZ AOC, | 
( 张 思 明 选编 ， 陈 剑 刚 校 ) 、 
" 
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数学 小 丛书 一 一 智 构 之 花 
(4) 


主要 目录 


无 字 证 明 集 锦 

坐标 法 

数学 归纳 法 

任意 次 代数 方程 的 解法 

递归 序列 

处 将 学 的 例子 

汕 33 肝 国际 数学 奥林匹克 竞赛 试题 解答 
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